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Bu calismada, konik metrik uzay Uzerinde baa temel topolojik yapilar ve
tanimlar genellestirildi. Ornegin, dizisel kapah kiime, simrh ve tamamen sinirh
kimeler, c- ag1, Lebesgue elemani, kompakt kiime, sirekli ve dizisel surekli
donusumler. Ayrica, her konik metrik uzayin topolojik uzay, birinci sayilabilir
topolojik uzay ve T,- uzayr oldugu ispatlandi. Konik metrik uzay tzerindeki
Baire'nin kategori teoremini ispatlamak igin yogun olmayan, birinci (Meager)
ve ikinci (Meager degil) kategoriden tammlar verildi. Aynca, konik normlu
uzaylar ve konik Banach uzaylar tarmmlandh. iki kiime arasndaki uzakhk
konik metrik uzay tzerinde tammlanarak, konik metrik uzaylar Uzerinde baa
ornekler verildi. Konigin kuvvetli minihedral konik oldugu kabul edilerek, baz
sabit nokta teoremleri elde etmek icin konik metrik uzaylar Uzerindeki capsal

blzilebilir ve asimptotik capsal buzulebilir dontsimlerin tammlary verildi.



Sonug olarak, konik metrik uzay tzerindeki iki nokta araandaki skaler uzakhgx
tamimlayarak genellestirilmis blztlme dontstimleri, baz sabit nokta teoremleri

veortak sabit noktateoremleri elde edildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanlan bazi simgeler, agklamalan ile birlikte gagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

(X,r) Metrik uzay

r(xy) Metrik, x ile y arasindaki uzaklik
(X.,d) Konik metrik uzay

d(xy) Konik metrik, x ile y arasindaki uzakhk
sup A Anin en kiguk Ust sinirt (Supremum)
max A Aninen biyuk eleman (Maksimum)
inf A Anin en biyk alt smirt (Infimum)

f Bo s kiime

A A kiimesinin kapans1

A A kumesinin timleyeni

{x} Dizi

X ® X {x.} dizisi x e yakinsar

¥ Do gal sayilar kiimesi

i Reel say 1lar kiimesi

i Pozitif reel say 1lar kiimesi

I Alt kiime

| Eleman
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Aciklamalar

Eleman de gil

Oyleki

Enaz

Her ( herhangi)

Konik

Reel Banach uzay

P ninici

(y- )1 P

x£y fakat, x1 y

(y- X1 IcP

d(A) =sup{d(x,y): x,yl A}, (Ann gap: denir)
d.(A) =limd(A,), ({A } ruin asimptotik capr denir)
T, Xten X ebir donisiim

Topoloji

Topolojik uzay
Norm

Normlu uzay

Konik norm

Konik normlu uzay

Xi
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Simgeler Aciklamalar
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1. GIRIS

Modern matematigin gelisimi, analizin soyut ve aksiyomatik yontemlerinden
etkilenmistir. Kimelerin cebirsel 6zelliklerinin analizin gelimine ¢ok fazla faydas

olmadigiicin metrik uzaylaraihtiyag duyul mstur.

Metrik uzaylar ilk olarak 1906 yilinda Maurice Fréchet tarafindan verilmistir [19].

Metrik veya metrik uzay kavram, klasik analizden modern analize gecy saglayan

cok onemli bir koprudiir. Oyle ki reel ve kompleks teorilerde bilinen bir gok énemli
Ozelliklerin herhangi bir uzayda nad yapilacagini bize gosterir. Ayrica topolojide
soyut olan bir takim kavramlar, metrik uzaylarda daha somut kavramlarla agklama
imkanint saglar. Maurice Fréchet 1926 yilindaki bir ¢cahismasinda da lineer metrik
uzaylan tanimlamstir [20]. Metrik uzaylarla ilgili detayl bilgiler ve uygulama
alanlan su kaynaklarda vardr [12, 21, 41, 43, 44] .

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori caksmalan 1910 da Brouwer ile
baslamustir. Brouwer, i" nin kapal birim yuvanndan yine kendi Uizerine tanmlanan
surekli donisimtin sabit noktasmn varligim kamitlamistir [11]. Daha sonra 1930 da
Schauder, Brouwer’in teoremini j" yerine herhangi bir normlu lineer uzay alarak
asagidaki sekilde genisgletmistir [42].

“ X bir normlu lineer uzay, Ci X kapali ve konveks bir alt kimeve f:C® C
olsun. O zaman f, C de bir sabit noktaya sahiptir’.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi 1922 de Banach'in buzilme prensibi ile
baglamustir [8].

Genel olarak sabit nokta teori calismalan iki yonde gelismektedir. Birincisi tam
metrik uzaylar Uzerinde tanml: biizilme ve bzl me tipi donigimler icin sabit nokta
teori, digeri ise normlu lineer uzaylain kompakt konveks alt kiimeleri Gzerinde

tanimli stirekli dontsumler igin sabit noktateoridir.



Son yizyilda sabit nokta teorisi matematigin, fonksiyonel analiz, lineer olmayan
fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operatdr teori, genel topoloji, diferensiyel
denklemler, yaklagim teorisi, potansiyel teori, kontrol sistemleri ve oyun teorisi gibi
bircok alaninda uygulamalan vardir. Bunlarin disinda istatistik, muihendislik,
matematiksel ekonomi ve esneklik teorisi gibi alanlarda uygulamalani gorebiliriz.

Y ukardaki calismalan ve sabit noktateorisi ileilgili baz calismalan su kaynaklarda
bulabiliriz[5, 9, 10, 17, 22, 24, 28, 30, 46] .

Sabit noktateorisi igin metrik uzaylar yeterli midir sorusu son zamanlarda soruldu.

Huang ve Zhang 2007 de sabit noktayr ispatlamak icin metrik uzaylamn buttntyle
yeterli olmadigini ve metrik uzaylardan daha gen bir uzayin olabilecesini gorduler
ve bunun i¢in de bu problemin tstesinden gelmek icin konik metrik uzaykavramini
verdiler [25]. Yazarlar konik metrik uzaylarda yaknsaklik, tamlik tammi ve konik
metrik uzaylarda buzilebilir dongumlerle ilgili baz sabit nokta teoremleri

ispatlamislardir.

E=j%ve P:{(x,y)T E:x30, y3 O},

olarak bir 6rnek vermislerdir. Bu 6rnek Uzerinde tarumlanan dénistim oklid metrik
uzayinda buizilebilir degildir. Fakat konik metrik uzayda blzulebilirdir.

K <1 normal sabitine sahip normal konikler olmaggim ve herbir s>1 igin K>s
normal sabitli konikler oldgunu gdstermislerdir [39]. Ayrica normal sabiti ile
normal konigi kaldirarak normal olmayan konikler igcin baz sonuclarin
genellestirmesi verilmitir [25]. Bazi ortak sabit nokta teoremleri konik metrik
uzaylarda ispatlanmstir [1, 7, 13, 26, 47]. Raga ve Vaezpour C- genislemeyen,
(c,1') diizgiin yerel biiziilebilir doniglimi, f - kapamsive c- izometrik gibi baa
tanimlar  konik metrik uzaylarda tanmlanarak baz sabit nokta teoremleri
ispatlamuslardir [35]. Ayrica, konik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri igin baz



ilging uygulamalar vermglerdir. Abbas ve Rhoades, Huang ve Zhangin
calismasinda verilen baz sabit nokta teoremlerini kendi cahsmalarindaki konik
metrik uzaylarda ispatlamslardir [2, 25]. lli¢ ve Rakocevi¢ konik metrik uzaylarda
zayif buzilme tanmim vererek bazi sabit nokta teoremleri ispatlamslardir [27].
Konik metrik uzaylarda kime deerli buzilme donisumu tamm ilk olarak
Wardowski tarafindan verilmistir [48]. Rezapour konik metrik uzaylardaki en iyi
yaklasimlarin karakterizasyonu hakkinda bazi sonuglar vermistir [38].

Bu calismada, konik metrik uzay Uzerinde baz temel topolojik yaplar ve tammlar

genellestirildi. Ornezin, dizisel kapah kiime, simirli ve tamamen snirli kiimeler,

C- ag1, Lebesgue eleman, kompakt kiime, sirekli ve dizisel sirekli dongumler.

Ayrica, her konik metrik uzayin topolojik uzay, birinci saylabilir topolojik uzay ve
T,- uzayr oldugu ispatlandi. Konik metrik uzay Uzerindeki Baire’ nin kategori

teoremini ispatlamak icin y@un degil, birinci (Meager) ve ikinci (Meager dgil)

kategoriden tammlar verildi. Aynca, konik normlu uzaylar ve konik Banach uzaylar
tanimland. iki kime arasindaki uzaklik konik metrik uzay Uzerinde tanmlanarak,

konik metrik uzaylar Uzerinde baz Ornekler verildi. Konigin kuvvetli minihedral

konik oldugu kabul edilerek, baz sabit nokta teoremleri elde etmek icin konik

metrik uzaylar Uzerindeki c¢apsal buzilebilir ve asimptotik capsal buzilebilir
dontsumlerin tannmlan verildi. Sonug olarak, konik metrik uzay tzerindeki iki nokta
arasindaki skaler uzakhg: tanimlayarak genellatirilmis bizilme dontsimleri, baz

sabit noktateoremleri ve ortak sabit noktateoremleri elde edildi.



2.BAZI TEMEL KAVRAMLAR
Bu bolimde ileride kullanacg&imiz bazi temel tamimlara yer verilecektir.
2.1. Tamm

X1 f birkimeveT: X ® X birddnisiim olsun. Bu durumda
) (2.1)
olacak sekilde bir x,T X varsa, x, noktasina T nin X de bir sabit noktas denir.

Asagidaki Orneklerden de gorilecezsi gibi T: X ® X ile tammlanan bir T
donisumunun bir tek sabit noktas olabilir veya birden c¢ok olabilir veya hig
olmayabilir.

2.1. Ornek

(1) X=[0¥)veT:X® X, szg olsun. Bu durumda x, =0 bu déniistimiin bir

tek sabit noktasidir.

2 X=[0¥) ve T:X® X, Tx=x% olsun. Bu durumda x,=0, x =1 bu

dondstiman iki sabit noktasdir.

(3) X=(-¥¥) ve T:X® X, Tx=x* olsun. Bu durumda x,=0, x, =1,

X, = - 1bu donisumin Ug sabit noktasdir.

4 X=[0¥)veT:X® X, Tx=x*+b, b>0 olsun. Bu durumda T nin hig bir

sabit noktast yoktur.



I, X Uzerindeki birim donsim olmak Uzere T:X ® X donidsiminin sabit

noktasi aslinda

(T-1)(9)=0

denkleminin ¢ozimleridir. O halde bu denklemin ¢tzimuni bulmak igin standart bir
teknik, bunakarsilik gelen déntstimiin sabit noktal arini bul maktir.

2.2. Tanim

Bos olmayan bir X kimesi ve bir

X" X® j,, (xy)®r(xy)

donlsimii verilsin, Bzer bu r donisimii her x,y,zI X icin

(M1) r(xy)=00 x=y;

(M2) r(xy)=r

(M3) r(xy)Er

¥, X);

x,z)+r (zy); (Ucgen esitsizligi)

Ozelliklerini s&liyorsa X Uzerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adm alir ve bu

durumda (X,r ) ikilisine bir metrik uzay denir. Burada (M1) - (M3) 6zelliklerine

metrik aksiyomlan denir.
2.3. Tamm

E bir reel Banach uzayt ve P, Enin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki sartlar:

saglayan P kimesine bir konik denir.



P1) P bos olmayan kapal: bir kimeve P {q};
P2) abl j, ab3 0 osun x,yl P iken ax+byl P;

P3) xI Pve-xl P ikenx=q.

2.4. Tanim

E bir reel Banach uzayi ve P, Enin bir alt kimesi olsun. x £ y ancak ve ancak
(y- )1 P iletaimli £ bagintiya P ye gore kismi sralamadenir. x<vy ile x£ y
fakat x* yyi kastediyoruz. x<<y ile (y- X)1 IgP yi kastediyoruz. (IgP° Pnin
ici) [25].

Ispatsiz verilen bir not, asagida dnerme olarak verildi [39].
2.1. Onerme

E bir reel Banach uzay;, P1 E bir konik ve | >0 reel say1 olsun. Asagidaki

ifadeler vardir.

(i) IcP+IGP1 IcP.
(i) | IcP1 IcP.

Ispat

(i) x1 IcP ve y1 IgP olsun. Budurumdaenaz e, >0 ve e, >0 vardir dyleki

B(x.e )l PveB(y.e,)l P dir. Simdi
B:B(x+y,e:min{e1,e2})i P

oldugunu gosterecegiz. zI B olsun. Bu durumda



[z~ x- vl <e
olur. Buise

[2- x- vl <e, ve |z~ x- <,

Olmaan: gerektirir. Buradan

(z- x)T B(y.e,)l Pve(z-y)l B(xe)l P

dir. Simdi (P2) ozelliginden, (2z- x- y)I P dir. xI P oldugundan

(2z- x- y+x)1 P olur. Buradan (2z- y)I P dir. yl P oldugundan
(2z- y+y)1 P dir. Buradan 2zi P dir. (P2) den %ZZT P olur ve boylece zI P

dir. Yani B(x+y,e)l P olur. Ohalde (x+y)T IcP olur.

(ii) | >0 bir reel say1 ve xI [cP olsun. Bu durumda xI B(x,e)1 P olacak
sekilde bir e >0 vardr. | xI /gP oldugunu gostermek icin B(l x,le)l P

oldugunu gosterecegiz. zI B(l x,1 e) olsun. Buise
|z- 1 x| <le
olur.

1
<leve I—z-x<e

)
| I—z-x




olur. Bu ise IizT P dir. (P2) den zi P dir ve boylece B(I x,I e)1 P dir. Yani

| xT IgP olur.
2.5. Tanim

E bir reel Banach uzay ve P, Enin bir at kimesi olsun. Her x,yl E ve

gE£XEyicin
¥ £ Kl¥

olacak sekilde K 3 1 sayisi varsa P konigine normal konik denir [25].
Konik, fakat normal konik olmayan bir 6rnek verelim.

2.2. Ornek

E=c.’([04) . |f]=]f], +||f'||¥ normuileveher k3 1, f(x)=x ve g(x)=x*
icin P={f1 E: f 2 q} olsun. O zaman xi [0,1] oldugundang £g £ f, |f|=2 ve

|lo| = 2k +1 olur. Ayn:i zamanda,
2=[f (x)] <o ()] =2 +1
olur ve boylece,

2k =K| f (x)] <[o (x)] = 2 +1

oldugundan k, P nin normal sabiti degildir. O zaman, P normal konik degildir [39].

2.6. Tanim



E bir reel Banach uzayi ve P, Enin bir alt kimesi olsun. Artan bir dizinin Ustten
sinirl: her dizisi yakinsak ise P ye diizgiin (reguler) konik denir. Ezer {x } dizisi
icin x, £x, £...£ y olacak sekilde biryl E varsa o zaman |x,- X|® 0, n® ¥

olacak sekilde bir xI E vardir. Denk olarak azalan alttan sinirl1 her dizi yakinsak ise
P ye dizgin (regiler) konik denir [25].

2.7. Tanim

E bir reel Banach uzayi ve P, Enin bir alt kiimesi olsun. Eser her x,yl E icin

sup{x,y} varsa P ye minihedral konik denir ve E nin tstten snirli her alt

kimesinin supremumu varsa E ye kuvvetli minihedral denir. Sonug olarak E nin

attan sinirli herhangi bir alt kiimesinin infimumu vard [18].

2.3. Ornek

E=i% P={(xy)l E:x20, y20}1 j* olsun. P bir koniktir. Aynca P bir

kuvvetli minihedral koniktir.
2.4. Ornek
E=i" P={(% %0 %) i"% 202123, i} olsun,

X= (%, X X, ) E Y= (¥, ¥p0een Y, ) @ncak ve ancak her i=123..,n igin,

(Yi - Xi)3 0.

Bu durumda P nin herhangi bir alt kiimesinin infimumu vard.
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2.8. Tanim

E bir reel Banach uzay ve P, Enin bir alt kiimesi olsun. Ezer her x,yl E icin

g £X£y olmas,

R

olmasn gerektiriyorsa E normuna monotonik denir [18].
2.1. Not

Her nl ¥ ve a,bl E icin an£b iken a£ 0 oluyorsa boyle bir kismi sralamaya

Archimedean denir. Eger kismi aralama bir kapah konik ile veriliyorsa sralamanin

Archimedean olduzu agiktur.

Gergekten, a,bl E ve her nl ¥ icin an£b olsun. Kismi sralama tarumindan

(b- an)T P olur. (P2) den ?ﬁ agi P olur. Buradan a£% elde edilir.
oz

b
lim b a- (-a){ :Iin*E = IirTM: C
n®¥ IN x®¥ 1IN xX®¥ n
olur. O halde &% a9® -a dir. P kapal oldugundan -al P olur ve bdylece
4]
a£0 dr.

Burada belirtmekte fayda vardr ki bazi reel Banach uzaylardaici bg olan konikler
vardir. Buna 6rnek olarak |, 1£ p<¥ dizi uzaylan ve L , 1£ p<¥ Lebesgue

n

integrallenebilir uzaylar verebiliriz [18]. Diger taraftan j" ©klid uzaydaki pozitif

koniginici bas degildir. Ornesin j* deki,
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P:{(x,y)T E:x30, y30}i i’
pozitif koniginin ici
I(;P:{(x,y)T E: x>0, y>0}

olup, bos degildir. Koniklerleilgili dahafazlabilgi icigu kaynaga bakilabilir [6].

Bu calismada, E bir reel Banach uzayi ve P, Ede IcP® f olacak sekilde bir konik

ve £, Pye gorebir kismi aralamadr.
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3.KONIK METRIK UZAYLAR
3.1. Konik Metrik Uzaylarda Bazi Temel Tamm ve Teoremler

Bu kisimda konik metrik uzaylar tUzerinde baz temel tamm ve teoremlere yer

verilecektir.
3.1. Tanim
X bos olmayan kime, d: X~ X ® E donlsum olsun.

(d1) " xyl X icin g<d(x,y) ved(x,y)=qU x=q;
(d2) " xyl X icind(x,y)=d(y,x);
(d3) " xyl X icin d(x,y) £d(x,2)+d(y,2); (ucgen esitsizligi)

sartlarn saglaniyorsa d ye konik metrik, (X,d) ikilisine de konik metrik uzay denir.
Burada (d1) - (d3) 6zelliklerine konik metrik aksiyomlar denir [25].

3.1. Ornek

E=i? P:{(X,y)T E:x30, y30}i iZ, X=j, d: X" X® E,
d(x,y)=(]x- yl.a|x- ¥]), a 2 0 olsun. (X,d), (E,P) lizerinde bir konik metrik

uzaydir.

Gercekten,

(d1) : d(x,y) =(x- y.a|x- ¥) >q,
P) d(x,y)=q b |x-y|=q, a|x- y|=q b x=y.

U) x=yb d(xy)=(x- yl.a|x- y|)=(0,0) P d(xy) =q.
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(d2) : d(x,y):qx- yl.a[x- y|):qy- X.aly- xl):d(y,x).
@3):d(x,y) =(|x- yl.a|x- y]) =(|x- z+z- yl.a|x- z+z- |) £

(- 2/+[z- yl.alx- 4+alz- y)=(x- Z.alx- 2)+(z- yl.alz- y)=d(xy)+d(zy)

3.2. Ornek

E=i’ P={(xy)l E:x30, y30}1 §°, d:§j° i’® E,
(%, % ) (e ¥ )) = (% - vl - v,|) olsun. (X,d), (E.P) tzerinde bir konik

metrik uzaydr.
3.1. Not

Not edelim ki her metrik uzay bir konik metrik uzayar. E = j, ahnrsa (X,d)

konik metrik uzay: (X,r ) metrik uzayina donustr.
3.3. Ornek

E=I, P:{{xn}nslT E:x 3q, hee n=12,.. igin} olsun. Aynca, (X,r) metrik

uzayved: X" X ® E igin,

ir(xy)u
d , 1 7
(X Y) % o t;

n31
tanimlanan.

Gergekten, (X,d) bir konik metrik uzay ve P nin normal sabiti K =1 dir [39].
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3.2. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay, X iginde bir dizi {x,} ve xI X olsun. "¢l E,

q<<c icin $mi ¥ oyle ki "n>m icgin d(x ,x)<<c oluyorsa {x } dizisine

yakinsak dizi denirven® ¥ icin x, ® x yada IE@TX“ = x seklinde gosterilir [25].
3.3. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve X iginde bir dizi {X,} olsun. Ezer " ¢ E, q<<c

icin SNT ¥ oyleki " n,m> N igin d(x,x.)<<c ise {X,} dizisine X icinde bir
Cauchy dizisi denir [25].

3.4. Tanim

Bir (X,d) konik metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir noktaya yakinsak

ise (X,d) ikilisine tam konik metrik uzay denir [25].
3.5. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve Al X olsun. x, ® x olacak sekildeki x,T A igin

x1 Aise Ayadizisel kapah denir.
3.6. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay olsun. Ezer Al X ve her x,yl A icin $ci E ve
q <<c dyleki d(x,y) £ c ise Ayadstten siurli kiime d(A) =sup{d(x,y): x, yT A
mevcut ise Aya sinirli kiime denir. Eger supremum mevcut desilse Aya sinirsiz

kiime denir.
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3.1.Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay olsun. Her q <<c, ci E igin en az bird >0 vardrr

oyleki ||x|<d iken (c- )T IgP (yani x <<c) dr.
Ispat
q<<c, cl E oldugundan cl IcP dir. {xT E:|x- c||<d}i IGP olacak sekilde bir

d >0 bulabiliriz.
Simdi x| <d ise

e- x- ¢ =[- X =] <d
olur. Buradan |(c- x)- c|<d olur. Buise (c- X)T /¢P oldugunu verir.

3.2.Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay P, normal sabit K ile normal konik ve {Xn} X

icinde bir dizi olsun. Bu durumda{X} dizisinin X icinde yakinsak olmas igin

gerek ve yeter sart N® ¥ iken d(x,,x) ® q olmasdir [25].
Ispat

(P) x,® x olsun. "e >0 igin cl E olacak sekilde bir q <<c ve K|c[<e

secgebiliriz. Bu durumda en az bir NT ¥ vardir ki 6yle ki her n>N igin

d(x,,x) <<c dir. Boylece, n> N iken

Jd(x, 0] £ K|d <e
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olur. Buise n® ¥ iken d(x,,Xx) ® g oldugunu verir.

(U) n® ¥ iken d(x,x)® g olsun. q <<c olacak sekildeki cI E igin en az bir
d >0 vardir dyle ki x| <d iken (c- X)T [cP dir. Bu d icin en az bir NT ¥
vardir 6yle ki her ni ¥ icin [d(x,,x)|<d olur. Béylece (c- d(x,,x))T IcP olur.

Buda d(x,, x) << c oldugunu verir. Bu nedenle{Xn} dizisi x noktasinayakinsar.
3.3. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay, P normal sabit K ile bir normal konik ve{Xn}, X

icinde bir dizi olsun. {X} ve {y,}, X icindeiki dizisi ven® ¥ iken x ® x ve

y, ® yolsun. n® ¥ iken d(x,,y,) ® d(x,y) olur [25].
Ispat

e
4k +2

"e>0 iging<<c ve |d< olacak sekilde bir cl E segelim. x. ® x ve

y, ® y oldugundan $NT ¥ ' " n> N igin d(x,,X) << c ve d(y,,X) << c olur.

d(x,, ¥,) £d(x,,x) +d(x y) +d(y,y,) £ d(x,y) +2c, 31
d(x,y ) £d(x,,x) +d(x,,y,) +d(y,y,) £d(x,,y,) +2c, (32

olur. Boylece, Es. 3.1'den,

q £d(x,y)+2c- d(x,, Y,)

ve Es. 3.2’ den,
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q £d(x,, Y,) +2c+2c- d(x,, y,) =4c
elde edilir. Ohalde
g £d(xy)+2c- d(x,Y,) £4c
ve

|d(%,.¥,) - d(x y) =[d(x y) - d(x,, y,) +2c- 2¢| £]|d(x ) +2c- d(x, ¥,)| +[2q]|
£ 4K |cf + 2|c| = (4K +2)|q]| <e.

Ohalde n® ¥ i¢ind(x,,y,)® d(xy) olur.
3.4.Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay, P normal K sabiti ile normal konik ve{Xn}, X
icinde bir dizi olsun. {Xn} dizisinin X iginde Cauchy dizisi olmas igin gerek ve

yeter kosul n,m® ¥ iken d(x,,x.)® q olmasdir [25].
Ispat

(b ) {x} bir cauchy dizisi olsun.
"e>0 icin g<<c ve K|c|<e olacak sekilde bir cl E secelim. $NI ¥

“"n,m>N icin d(x,,X,) <<c olur. Buradan,
Jd(x,, )| € Kel <e

eldeedilir Ohalde n,m® ¥ iken d(x,x,)® q.
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(U) d(x,x,)® g, nm® ¥ olsun.
q <<c olacak sekilde cl E secelim. $d >0 ' [x <d iken Lemma 3.1 den

(c- X)T IcP dir. Buradan $NT ¥ ' "n,m>N igin d(x ,x_)<d dir. O zaman,

(c- d(x.,x.))1 IcP dir. Buise d(x,x)<<c olur. Bu nedenle {X} bir Cauchy
dizidir.

3.5.Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik, {X,} ve

{yn}, X iginde iki dizi ven® ¥ ic¢in x, ® X, y, ® y olsun. Eger her n igin

X, £y, 1se x£y olur.
Ispat

x £y olsun. x £y ise (y,- x)I P olur. x ® x, y, ® y oldugundan,
(y,- x)® (y- x) olur. P kapali oldugundan (y- x)I P dir. Bu ise x£y

oldugunu verir.

3.6. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik, {X,}, X

icinde bir dizi olsun.{X } ® x ve {X} ® y ise x =y dir. Yani {X} dizisinin limiti
tektir [25].

Ispat

q<<c olacak sekilde herhangi bir ¢ E olsun. {X} yakinsak oldugundan $N1 ¥

" "n>N ig¢in d(x,,X)<<c ved(x,,Yy)<<c olur.
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d(xy) £d(x,,X) +d(x,,y) £ 2c olur. Boylece|d(x,y)| £ 2K|c| ® 0 olur. O halde

d(x,y) =q olur. Boylece x=y olur.

3.7.Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay, {X.}, X icinde bir dizi olsun. {X,}, X icinde x

noktasina yakinsiyorsa {X }, X icinde bir Cauchy dizidir [25].

Ispat
q <<c olacak sekilde herhangi bir cT E olsun. $NT ¥ ' "nm>N icin
d(xn,x)<<% ve d(xm,x)<<% olur. d(xn,xm)Ed(xn,x)+d(xm,x)=%+%=c

olur. O halde {X} bir Cauchy dizidir.

3.8. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay olsun. Her ¢, >>q ve ¢, >>q, c,,c,1 E igin $ci E

ve <<C ' C<<(C VecC<<gc,.
Ispat

c, >>q olsun. Lemma 3.1 dend >0 bulabiliriz dyleki|x| <d iken x<<c, olur.

i<i olacak sekilde bir n,T ¥ sayisi secelim. c=3 olsun. Bu durumda

n, ey No

G

C . .
:M<d olur ve boylece, c<<c, dir. Fakat aym zamanda agiktir Ki
N, Ny

|| =
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C - . .
g <<c ve ¢ =—= oldugundan c<<c, ve ¢ * c dir ve boylece, c <<c, demektir. O
r]0

halde c<<c, ve c<<c,.

3.9. Lemma
K <1 normal sabiti ile bir normal konik yoktur [39].
Ispat

(X,d) bir konik metrik uzay ve P ise K <1 normal sabiti ile normal konik olsun.
K <1- e olacak sekilde xT P, 0<e <1 bir elemanm segelim. O zaman,

(1- e)x £ x olur. Fakat (1- e)|x| > K||x| olur. Bu bir geliskidir.

3.10. Lemma
Her diizgiin konik bir normal koniktir [39].
Ispat

P bir diizgiin konik olsun fakat normal konik olmasn. Her n3 1 igint,,s 1 P

secelim oyle ki t, - s,T P ve n?|t [ <|s,| olsun. Her n3 1, y, :”:—“” ve X :”tsn—”

olsun. O zaman her n2 1 igin y,- x,1 P, |y,|=1 ve n*<|x,| olur. gn—g A

n=1

¥
serisi yakinsak ve P kapali oldugundan § Xy, =y olacek sekilde bir yi P vardr.
n=1

¥
Simdi OEX EX +5X Ex+5X+2XE..£y aaim. Dolaysyla, é‘n—lzxn

n=1
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yakinsaktir ¢iinkli P diizgiindir. Sonug olarak, I!@T”n_zn = 0. Bu bir celiskidir. ispat

tamamlanr.

Simdi Lemma 3.9 kullanlarak yazarlar K =1 normal sabiti ile normal kongin
bulunabilecegini ve ayn zamanda Lemma 3.10 nn tersinin dogru olmadigina dair
asagidaki ornegi vermislertir [39].

3.4. Ornek

E=C, ([01]) supremum normu ve P={f1 E:f2q} olsun. P, K =1 normal

sabiti ile bir koniktir.Simdi elemanlan E de olan azalan ve alttan sanirl1 fakat E de
yakinsak olmayan x3 x*3 x*3 ..3 q dizisini ele aaim. O zaman, Lemma 3.10

nun tersi dogru degildir [39].

3.1. Teorem

Her (X,d) konik metrik uzay bir topolojik uzaydr.
Ispat

q<<c, cl E igin B(x,c) ={yl X:d(x,y)<<c} veb :{B(x,c):xT X, c>>q}
olsun. t,={UT X:"xT U icin $BT b ' xI BI U} ailesiX uzerinde bir
topolojidir. Gercekten,

t)f, XTt,

t,) U,VIit, osun xi UlIVp xT U ve xI V. ¢>>q, c,>>q bulabiliriz
oyleki xT B(x,c,)1 U ve xI B(x,c,)1 V dir. Lemma 3.8 den q << c bulabiliriz

dyleki c<<c, ve c<<c,.O halde,
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xI B(x,c)1 B(x,c,) 1 B(x,c,)] U1V

ohadeU IVI t,.

t,) "al D i¢in U_Tt_olsun. xI U, U, olsun. Bu durumda $a,l D '
xI U, dr. xI B(x,c)l U, 1 U, U, olacak sekilde bir g <<c bulabiliriz. O
halde U, ,Ualt..

3.7. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay, q <<c ve ci E olsun. Eger her bir pi A igin
d(p,e,) <<c olacek sekilde g T N varsa X kiimesinin N ={e,,e,.....e,} sonlu

alt kimesine bir c- agi denir.
3.8. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay olsun. Eger her hir ¢>>q, ¢l E, d(N,) <<c iken
i=123,...,n i¢in Al anNi saglayan N. kimelerinin birlgimi A ise Aya X de
i=1

tamamen anirli kime denir.
3.9. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay, Al X ve i =123,...,ni¢in L={G}., 1 t_ olsun.

A min her B alt kiimesi icind(B) <c iken B G, olacak sekildebirGiOT L varsa

cl E, g <<c elemaninabir L ortiisiiicin bir Lebesgue eleman denir.
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3.10. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve Al X olsun. t . kimesinin A alt kimesinin her

ortuisiiniin sonlu bir értiisii varsa, Aya (X,d) nin bir kompakt alt kiimesi denir.
3.11. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve Al X olsun. Eger A daki her {x,} dizisinin A da
yakinsak olan bir {, | alt dizisi varsa A yadizisel kompakt konik metrik uzay denir
[25].

3.12. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve x X olsun. Tx'i icerenher Vi t _igin TU)1 V
olacak sekilde x noktasim igeren UT t_ varsa T donisimiine x noktasinda
sireklidir denir. T donisimii her xI X noktasinda sirekli ise X (zerinde

sureklidir denir.

3.13. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay ve T: X ® X olsun. x,1 X igin x, ® x iken

Tx, ® Tx ise T donisumuine dizisel stireklidir denir.

3.1. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay olsun.q << ¢ olacak sekilde bir ci E igin
B(x,0) ={yl X:d(xy)£d}

kiimesi dizisel kapahdir.
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Ispat

y 1 B(x,c) bir dizi ve y, ® y olsun. Bu durumda d(y,,x) £c ve d(y,,X)® q,
n® ¥ .Ohade y T B(x,c) olmas icin gerek ve yeter sart d(x,y) £ ¢ olmas icin
gerek ve yeter sart (c- d(x,y))T P.Lemma3.3 den d(y,,x) ® d(x,y). P kapali
oldugundan lim(c- d(y,,x)) = (c- d(x, y)i P.

3.2. Onerme

K normal sabiti ile P kuvvetli minihedral konik ve Al E olsun. Anin sinirli

olmas icin gerek ve yeter kosul d '(A) = sup| d(x,y) | <¥ olmasdir.
xyi A

Ispat

(P ) A sinrl olsun. Bu durumda " x,yl A icin $cl E ve q<<c oyle ki

d(x,y) £ cdir. Bu durumda her x,yT A igin | d(x,y) | £K|c|<¥ dir. Béylece

sup| d(x,y) ||<¥ olur.
Xyl A

(U) d'(A)=sup| d(x,y) | =M <¥ olsun. Sabit ¢, >>q alahm. Lemma 3.1’ den
Xyl A

en az bir d>0 var odyle ki |Z|]<d ise her x,yl A i¢in ¢, >>z olur.

dd(xy)

Coy==r———— Olsun. Bu durumda |c :9<d olur. Boylece
T | 172
dd(x, y) ) dd(xy) \: ; 2l dixy) |
>>__— "7 _ ve boylece -—>=J)] IcP olur., /—————= ile
S awn] T ey ] " d
carparak
e LN g6 i icp

d
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olur. O halde,

d(x,y) << ¢ =cl IcP

2| d(dx, y) ”01522/'

dir. Buradan d(x,y) £ ¢ olur. P kuvvetli minihedral old@gundan A sinirlidhr.

3.3. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay ve Al X olsun. Amin tamamen snirli olmas igin

gerek ve yeter kosul her c>>q, ¢l E icin A min bir ¢- ag1 olmasdir.
Ispat

A tamamen snirli ve c>>q, cl E olsun. N,,N,,...,N_ bulabiliriz dyle ki
i1 =123,...,ni¢in, d(N,) <<c iken
Al UN

i=1
dir. i =1,2,3,...,n icin herbir N, den e segebiliriz. N ={e e,,...e.} olsun. N nin
Anin bir c- ag1 oldugunu gosterelim. pl A olsun. Bu durumda pl N, olacak

sekilde i, =1,23,...,n i¢in en az bir g vardr. p ve eiOT N, ve d(N;)<<c

oldugundan d(p,e ) <<c.

Tersine olarak, c>>q, cl E olsun. Her pl A icin g T N ve d(p.g )<<c
olacak sekilde Xin sonlu bir N={e,e,,.,.e} at kimesini bulabiliriz.

i =1,23....,n icin N, =B(e,c) ={xi X:d(x,e)<<c} olsun. Bu durumda agikca

i =1,23,..,n icin Al anNi ve d(N,) << c olur.
i=1
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3.4. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay ve A1 X olsun. A dizisel kompakt ise A tamamen

sintrldir.
Ispat

En az bir ¢>>q, cl E icin A kiimesi bir c- agina sahip olmasn. Boylece, bir
x,1 A icin en az bir x,T A var dyle ki (c- d(x,x,))T IcP olur. Bu durumda
{x,x}, A igin c-ax olmaz. O halde en az bir x,1 A var odyle ki
(c- d(x, %)) IgP ve (c- d(x,x,))| IcP olur. Aym sekilde devam edersek bir
x, 1 A dizisi elde ederiz 6yleki" n,mi ¥ icin (c- d(x,,x,))T /cP. O halde {x }
in her alt dizisi Cauchy dizisi olmaz ve{xn} yakinsak bir diziye sahip deildir. O
halde A dizisel kompakt dezildir.

3.5. Onerme

A bir konik metrik uzayin dizisel kompakt alt uzay: olsun. Bu durumda A igint

ninher L ={G }., értiisiiniin elemanlan bir Lebesgue elemanna sahiptir.

il
Ispat

L={G},,, A nin Lebesgue elemann igermeyen értiisii olsun. O zaman her G, T L
icin sabit c>>q, cl E veher nl ¥ icin B, 1 Aile d(Bn)<E ve B E G, elde
n

edilir. A dizisel kompakt oldusu icin b, T A dizisi b, ® pl A olan alt dizisine

sahiptir. Fakat A= UG, dir vedolayisiyla pl G, olacak sekilde biriy 1T | vardir.

pl B(p,c)1 G, olacak sekilde bir ¢ >>q, ¢ E buluruz. b, ® p ve



27

c,,cl IcP oldugundani T ¥ odyleki d(p,b )<<C—21 ve _2—C<<c1 olacak sekilde
] no i

Mo

bir i, T ¥ vardir. Eger xI B_ ise ozaman,

A0 p) Ed(xb, ) +d(b, Py <<=+ E <2t =g,
ng ng i

Mo

xI G, ve B,1 G_olur. Buise B, E G, olmasylacelisir. O halde L={G};,, A

lo

nin Lebesgue elemannt igeren 6rtlisii olmak zorundadhr.

3.6. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay ve A1 X olsun. Her dizisel kompakt konik metrik

uzay kompakttir.
Ispat
L={G},,, A min bir agk értiisii olsun. A dizisel kompakt olduzundan en az bir
c>>q, cl E vardr dyle ki d(B) <c olacak sekildeki her B1 A icin en az bir
i,] 1 oyleki BI G,_. A tamamen snirli oldugundan Al anNi ved(N,) <<c.

0 i=1
Her i =1,23,..,nicin N, I G, olacak sekilde G,,G,,...,G, 1 L vardir. O halde,

Al UN. T UG

i=1 i=1

dir ve boylece, A kompakttir.
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3.7. Onerme
Her (X,d) konik metrik uzay: birinci saylabilirdir.

Ispat

pl X ve c¢>>q, cl E olsun. bp:%B(p,E):nT ¥%' kiimesinin p noktasinin
1 n
yerel taban oldugunu gosterelim. pl U ve U agik olsun. ¢, >>q hbulabiliriz dyle

ki pl B(p,c,)l U.Lemma 3.8 den bir n, bulabiliriz dyle ki L« c, dir. O
n

0
halde B(p,ni)‘l B(p,c,)l U.
0

3.8. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay ve T:(X,d)® (X,d) bir dénistim olsun. T nin

surekli olmas i¢in gerek ve yeter kosul T nin dizisel strekli olmasdir.
Ispat

X, ® X ve g<<c olsun. T, x de sirekli oldugundan ¢, >>q bulabiliriz tyle ki
T(B(x.c,)) 1 B(Tx.c). x, ® x oldugundan en az bir n,T ¥ bulabiliriz dyleki
"n3n,icin d(x,,x)<<c,. O halde, " n3 n, igin d(Tx ,Tx) <<c. (X,d) birinci

sayilabilir topolojik uzay old@gundan tersi dogrudur.

3.9. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay ve T:(X,d)® (X,d) dizisel siirekli bir donigiim

olsun. " Al X icin TAI TA.
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Ispat

Onerme 3.8 den dizisel siirekli bir donigum stireklidir. Her AT X icin TAT TA
dir. Dolayisiyla Al T-}(TA)T T }(TA) dir. TA kapali ve T sirekli oldugundan

T L(TA) dir ve X dekapali ve A kiimesini kapayor. Halbuki Ayi kapsayan en dar

kime A dir. Al Al T *(TA) olur. Ohalde TAT TA olur.
3.11. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay ve Al (X,d) dizisel kompakt olsun. Bu durumda en
az bir x,,y,1 A var éyleki d(A) = sup{d(x, y): x, yT A =d(x,,Y,).

Ispat

Sabit bir ¢>>q, ¢l E icin d(A)- %<d(A) vardir. Supremum tamimindan her

ni ¥, x,y.1 A bulabiliriz 6yle ki d(A)- %<d(xn,yn)£d(A) dir. A dizisel

kompakt oldugu icin x, ® x,1 Avey ® y,1 A vardr.Lemma3.5 den,
. Cy ..
lim(d(A) - ﬁ) <limd(x,, y,) £d(A)

ohalded(A)<IE®er(xn,yn)£d(A) olur. Bu durumda (d(A) - Ii®er(xn,yn))T P

ve (limd(x,,y,)- d(A)T P olur. (P3)’ den d(A) =limd(x,,y,) =d(X,,¥,) olur.

3.2.Konik Metrik Uzayda Baire Kategori Teoremi

Bu kismda konik metrik uzaylarda Baire kategori teoremini ispatlamak icin baz

temel tarmm ve lemmalarayer verilecektir.
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3.14. Tanim
(X,d) bir konik metrik uzayinin bogtan farkl: iki alt kimesi A ve B olsun. A ile
B arasindaki uzaklik d(A, B) ile gosterilir ve d(A B) =inf{d(x,y): xI Ayl B} ile

tammlanr. Eger A={a} ise0zaman d(A,B) yerine d(a, B) kullaniur.

3.5. Ornek

E=j?, P:{(x,y)T E :x y30}, d:j? i’® E

d((xl!xz)’(yl!yz)):qxl' y1|’|Xz' YZD

olsun.
A:{(x,y)T i’:0£x£E] O£y£]}

B={(xy)l i’:2E£x£3 0£y£]

c={0o0}. p=|&

78
Nll—‘

23
olsun. Bu durumda d(A, B) = (1,0), d(A,C)=(0,0), d(C,B)=(20).
3.6. Ornek

E=;?, P:{(x,y)T E :xy3 O}, d:j? i’® E
d((xl!xz)’(yl!yz)):qxl' y1|’|Xz' YZD

olmak Uzere
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A={(xy)T i*:0£x£1 2£y£3

B={(xy)l i’:3£x£4, 0£y£3

olsun. Bu durumda,

d(A B)=(21).

3.12. Lemma

c,,c,1 P olsun. Her g <<ciginc,<c,+c isec, £c, dir.

Ispat

Her g <<c igin ¢, <c, +c olsun. g <<c ise " nl ¥ igin %»q dir. ¢ <c,+c

oldugundan " nl ¥ icin c1<c2+E olur. (c, + S ¢) 2 g oldugundan " nT ¥ igin,
n n

(c2+%- )1 P,olur. n® ¥ igin,

olur. O halde, (c, +%- c)® (c,-¢)i P. P kapali oldugundan (c,- ¢,)1 P.O

haldec, £c,.
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3.2. Teorem

K normal sabit ile(X,d) bir konik metrik uzay ve A, X in bostan farkl: alt kiimesi

olsun. xI A olmasi icin gerek ve yeter kosul d(x, A) =q olmasdir.
Ispat
& = < . & Co < .
xI A olsun. g <<c ve her nl ¥ icin B¢k,—=1 At f . O zaman her nl ¥ igin
e

Ng

enaz bir a1 Avarb'ylekiq£d(x,A)£d(x,an)<%. Her nl ¥ icin

|
| d(xA) ||£K?.

O halde d(x, A) =q .

TersineUT t_ ve xI U olsun. U, konik metrik uzayda agk bir kiime oldugundan
B(x,c)l U olacak sekilde bir q<<c vardr. q=d(xA)<c oldugundan

d(x,a) < c olacak sekilde bir al A vardir. O halde al (A1 B(x,c))i AlU.
3.2. Not

Teorem3.2de Al (X,d) kapal: bir alt kimeve xi A ise d(x,A)>q olur,
3.3. Teorem

Her (X,d) konik metrik uzay: bir T, - uzaydr.
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Ispat

ilk olarak (X,d) konik metrik uzayiun Hausdorff uzay oldusunu goésterelim.
Boylece, T,-uzay olur. x,yl X igin, xty iki nokta olsun. Bu durumda

d(x,y) =c>q. Ohade
c c

B(x,=) 1 B(y,=)=f .

(%) 1 B(y.)

O zaman (X,d) Hausdorff uzaydr. Simdi normal uzay olduunu gosterecegiz.
A Bl X, A B kapalive A1 B=f olsun.

U ={xT X:d(x,A) <d(x,B)}
Y%

{xI X:d(x,A) >d(x,B)}

olsun. V ve U nuntammindan U 1V =f .Eger al Aised(a,A) =q ve al B ise
B kapali oldugundan d(a,B) >q . Teorem 3.2'den g =d(a, A) <d(a,B). O halde
al U ve Al U olur. Eger bl B ise d(b,B)=g ve bl A ise A kapal
oldugundan d(b, A) >q olur. Teorem 3.2'den g =d(b,B) <d(b, A) ve bl V olur ve
boylece B1 V dir. Simdi U ve V nin agk kimeler oldugunu gosterirsek ispat
biter. Unun agk bir kime oldiunu gogerdim.  x, T U ise

c, =d(X,,A) <d(x,,B)=c, olur. O halde (c,-c)>q dir. yani ¢ *c, ve

(c,- ¢)1 P dir. c:%(c2 - ¢,) tammlayalm ve B(xo,g) acik yuvarint disunelim.
N c
X | B(X,,—
%,

olsun. Her s>>q igin d(x,,A) mn tammindan en az bir al A dyle ki

d(x,,a) <c, +s dir. Boylece



d(x,A)£d(x,a)£d(x,x0)+d(x0,a)<%+cl+s:(§+cl)+s

Lemma 3.12" den d(x, A) £ % +c, = %(c2 +3c,) oldugu gorulur. Aym zamanda her
bl B icin d(b,x,) £ d(b,x) +d(x,%,) olur. d(b,x,)3 d(x,,B) ve d(x,x0)<%

oldugundan d(b, X) +§ >d(x,, B) = c, yazabiliriz. Bdylece,

c_1
d(b,X)>C2- 5:2(3(324'(:1)-

c, +3c, <3c, +¢, oldugundan d(x,A) <d(x,B) olur. Bu durumda xI U ve U
acik bir kiimedir.

V nin agk bir kime oldugunu gosterelim. x,1 V ise ¢, =d(X,, A) > d(x,,B) =¢,
olur. O zaman (¢ - ¢,) >q. Yani (¢,- ¢,)T P, ¢ ! c,. c:%(cl- Cc,) tammlayahm

ve B(xo,%) acik yuvarini distinelim. x1 B(xo,g) olsun. Her s>>q icin d(x,, B)

min tammindan en az bir b1 B var dyleki d(x,,b) <c, +s dir. Boylece

d(x B)£d(x,b)£d(x,x0)+d(x0,b)<%+c2 +s:(%+cz)+s.

Lemma 3.12'den d(x,B) £%+c2 :%(cl -C,)+C, :%(cl +3c,) oldugu goruldr.
Ayni zamanda her al A igin d(a,x,) £ d(a,x) +d(x,x,) olur. d(a,X,) 3 d(X,,A)

ve d(X,X,) <% oldugundan d(a, x) +g >d(X,, A) =c, yazabiliriz. BOylece
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c 1.1

d@X) >0 226 266 C) = 5(3 +e,).

c, +3c, <3¢, +¢, oldugundan d(x, A) > d(x,B) olur. Budurumda xI V veV agik
bir kiimedir.

3.15. Tanim

(X,t,) topolojik uzayimn bir alt kimesi M olsun.

(i) Eger Ic(M) =f iseM ye X de hicbir yerde yazun degil denir.

(i) Eger M kumesi X de hicbir yerde ygsun olmayan kimelerin saylabilir bir
birlesimi ise birinci kategoridendir (Meager) denir.

(iii) Eger X de M birinci kategoriden desil ise M ye ikinci kategoriden (Meager
degil) denir.

3.13. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay ve normal sabit K ile P bir normal konik olsun. Her
nl ¥ icinb£a, vea, ® a olacak sekildebir a 1 E varsab £ a dur.

Ispat

Her nl ¥ icinb£ a_ olsun. Budurumda (a, - b)T P olur. a, ® a oldugundan,

lima, - b)= (a- b)T P olur. P kapali oldugundan (a- b)T P olur. O halde b £ a

dr.

3.4. Teorem ( Baire kategori teoremi)

Her bostan farkli tam konik metrik uzay ikinci kategoridendir. Yani X =U}_ M,

M, kapaliise bos olmayan en az bir agk alt kiime igerir.
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Ispat

(X,d) bir tam konik metrik uzay birinci kategoriden olsun. X de her biri yozun
olmayan M, ile X =U{_ M, dir. Xde limiti x olan bir Cauchy dizisini
olusturalim ve bu limit M, da olmasn. Boylece bir ¢eliski elde edilecektir.
Kabulimizden M,, X de yogun degildir ve M_1 tammdan bogstan farkli agik bir

kiime icermez. Fakat X igerir. Bu M, 1 X demektir. O zaman, x1 X - M, ve
C, <% olacak sekilde B, =B(x,c,) bir agk yuvar segelim. Burada c1 IgP bir
sabittir. Kabuliimiizden M, X 'de yogun degil ve M, tamimdan bostan farkl agik
kime icermez. O zaman, B(xl,c—zl) acik yuvanm da icermez. Bu da
M, I B(xl,%) nin bostan farkl ve acik olmacigini gésterir. ¢, <C—21 olmak iizere
B, =B(X,,c,)1 M, I B(><1,C—21) olacak sekilde bir B,(x,,c,) agk yuvarni
secebiliriz. Tumevanm ile B, C M, olacak sekilde bir B, = B(xk,c—z"), Cy <2—Ck acik
yuvarlannin bir dizisini olyturabiliriz. B,,, | B(xk,%")‘l B, k=123... olan B,
yuvar dizisi olwyturabiliriz. ¢, < 2—Ck oldugu i¢in yuvarlann merkezlerinin x, dizileri
bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan x, ® xI X dir. Her m ve n>m igin

B, I B(xm,%m) dir. Lemma 3.12 yardim ile gger n® ¥ iken her m icin x1 B,,.

~ ——¢C .. .. - . - ¥ . .
B,! M, oldugu icin her m i¢in xI M_, yani xI X=UM,_. Bu ise bir

m=1

celigkidir. O halde x1 X drr.
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3.3. Konik Normlu Uzaylar

Bu kisimda konik normlu uzaylar ve konik Banach uzaylar tammlar verilecek ve bu

uzaylar Uzerinde baz yeni tamumlar ve teoremler elde edilecektir.
3.16. Tanim

X bir j cismi Uzerinde bir vektor uzay ve E bir reel Banach uzay olsun.

|||, : X ® E déntisimi her x,yT X veheral j igin

C1) q <|}x].;
C2) [y, =a U x=a;
C3) oA, =lalld.;

C4) [x+y, £[¥, * ¥,

ozelliklerini sghyorsa ||, ifadesine X tizerinde konik norm (X,[],) ikilisine bir

konik normlu uzay denir.
3.10. Onerme

Her konik normlu uzay konik metrik uzaydr. Ustelik, d:X X ® E
d(x,y) =| x- y/|, seklinde tanumlanr.

Ispat

Her x,y,zI X icin,
dl) d(x,y)=q U |x-y|, =g 0 x- y=q U x=y.

d2) d(x,y) =|x- y||C =[- (y- x)||C olur. (C3)den|ly- ><||C =d(y,X).
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d3) d(x,y)=|x-y|, =|x- z+z- y|_ olur. (C4)’ den

|x- z+z-y| £]x- 7 +]z- y], =d(x2) +d(zy).
3.3. Not

Konik normlu uzayda yakinsaklik normdan indirgenmg konik metrik ile tanmlarur.
Ornegin her q <<c igin n, vardir dyle ki her n>n, icin d(x,,x) =[x, - X|_ <<c
ise x 1 X dizisi xI Xe yakinsak denir. Dolayisiyla [25] ten x. ® x ancak ve

ancak n® ¥ icin ||d(x,,%)| =

3.17. Tanim

(X,]].) konik normlu uzay ve x, T X olsun. Her q <<c igin enaz bir n, var dyle

ki her n,m>n, i¢gin

d(Xn!Xm) = ”Xn - Xm”C <<cC

ise{x,} dizisine X iginde bir Cauchy dizisi denir. Denk olarak

lim
m,n® ¥

n,m® ¥
3.18. Tanim

(X,[,) konik normlu uzay olsun. X icinde her Cauchy dizisi X de bir noktaya

yakinsak ise (X, || .) konik normlu uzayina konik Banach uzay: denir.
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3.7. Ornek

(E||||C) E=i’ P={(xy)l E:x30, y20} olsun. a,b>0 olmak Uzere

| (%)

ve konik Banach uzaydr.

i =(a|x,b]y|) ile tanmli ||| fonksiyonu (E||||C) bir konik normlu uzay

Gercekten,

1) [(xy)
bly|=00 x=0, y=00 (xy)=(0,0).

) i ey, =[xty =(raxrov) =l j@xby) =i | |(x v)].-

C3) [(x y)+(zw), =lx+z y+w, =(a[x+3,b]y+ W) £(a|{+a| 4 b| y +b| )
=(alx.b|y))+(a |4, bw)=[(x )

_>q olur. |(x,y)].=a U (a],b]y])=(0,0) U a|]{=0 ve

+

C

(zw) .

c

O halde ||| bir konik normlu uzaydr.

Simdi konik Banach uzay oldgunu gosterelim.

z,=(%,,¥,)T 12 bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

= 1im[(a[%,- x| b]% - )

m,n® ¥

= lim %, - %, Yo~ Yal.

m,n® ¥

lim | 2, - za|.

m,n® ¥

- i & BT, T =0
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Ohalde mn® ¥ icin|x - x,|® 0, |y, - y,|® 0. i cisminde{x}, {y,} Cauchy
dizileridir. j tam oldugundan |x,- Y ® O ve |y,- y|® 0 olacak sekilde x,yT j

sayilar: vardir. Konik normlu uzayda z, ® z oldugunu gosterelim.

= linf(alx - x| bly,- v )

n® ¥

lim [z, - 2.]=linf I%.- x % - v,

n® ¥

=limya?x,- x| +b?y,- y| =o0.

n® ¥

O halde (E, ||, ) tamdir.

3.11. Onerme
Her konik normlu uzay topolojik uzaydr.
Ispat

Teorem 3.1'den her konik metrik uzay topolojik uzay ve her konik normlu uzay
konik metrik uzaydir.
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4. SABIT NOKTA TEOREMLERI

4.1. Konik Metrik Uzaylarda Capsal Buzulebilir ve Sabit Nokta Teoremleri
Metrik uzaylarda c¢apsal buzulebilir dongimui ilk olarak Xu. H. K, tarafindan
verilmistir. Yazar bu calismasinda metrik uzaylarda baa sabit nokta teoremleri

vermistir [49].

Bu kisimda konik metrik uzaylarda ¢apsal buzilebilir dongimua tammlayarak baz

sabit noktateoremleri ispat verilecektir.
4.1. Tamim

(X,d) bir tam konik metrik uzay, T: X ® X hir donisim ve a1 [0,1) olsun.
"x,yl X icin

d(Tx, Ty) <d(x,y)

ise T ye bizilebilir dongim ve
d(Tx,Ty) £a d(x y)

ise T ye buzilme donGsimi denir.
4.2. Tanim

(X,d) bir konik metrik uzay, L3 0 ve T:X ® X bir donisim olsun. Eger
"x,yl X icin

d(Tx, Ty) ELd(X Y)
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kosulu saglamyorsa T dontsimtne Lipschitz donisimt denir ve Lye Lipschitz
sabiti denir.

4.3. Tanim

(X,d) bir tam konik metrik uzay ve T : X ® X bir donistim olsun. g <d(A)
olacak sekilde X in her snirli, kapali A alt kimesi igin

d(TA) <d(A)

oluyorsa, T donustimuine ¢apsal blzulebilir donigum denir.
(d(A) =sup{d(x,y): x yl A sayisina A nin cap: denir).
4.1. Onerme

(X,d) bir konik metrik uzay veT : X ® X bir donistim olsun. T ¢apsal bizilebilir

donusim ise buzulebilir dongumddr.
Ispat

T:X ® X capsal biiziilebilir donigtim olsun. " x,y1 X ve x1 y icin A={x,y}
diyelim. A kimesi X nin kapal1 bir alt kiimesi veq <d(A) <d(x,y) olsun. O halde
T capsal bizilebilir oldgundan d(TA)<d(A) dir. TA=T{x y} ={Tx Ty}
oldugundan d(TA) =d(Tx,Ty) <d(A) =d(x,y) olur. Yani " x,yl X, x*y icin
d(Tx,Ty) <d(x,y) olur.
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4.1. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik ve
T:X ® X bir donisim olsun. d(Tx,Ty) £kd(x,y) " x,yT X, k1[01) ise T bir

tek xT X sabit noktasina sahiptir. Ustelik herhangi bir x1 X igin {T"x} iterasyon
dizisi yakinsaktir [25].

4.2. Onerme

(X,d) bir tam konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik olsun. En
az bir pozitif n tam sayisi igin T: X ® X P donustimi ve k1 [0,1) olmak tizere

her x,yl X icin

d(T"x,T"y) £ kd(x,y)

kosulunu sagliyorsa, T bir tek sabit noktaya sahiptir [25].
4.2. Teorem

(X,d) bir dizisel kompakt konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal
konik ve T: X ® X bir donisim olsun. T donidsumi buzilebilme kaulunu
sagliyor (yani her x,yT X, x* y icin d(Tx,Ty) <d(x,y))ise T, X icinde bir tek
sabit noktaya sahiptir [25].

4.1. Not

Rezapour ve Hamlbarani, Teorem 4.1, Teorem 4.2 ve Onerme 4.2 ifadelerindeP nin
normal konik kavramini kaldirarak tekrar ispatlamislardir [39].



4.1. Ornek

E=j? P:{(x,y)T E:x30, y3 O}T i’

X ={(x0T i>:0£x£} E{(0.0T §i*:0£x£]}

d:X' X®E

d((x0.(%.0) = (5Ix- ylix- ¥,

(09, (0.) = (x- Y, 2[x- ).

d((x0),(0,y)) = d((0, y),(x.0)) = (g X+Y, x+§y) olur. Bu durumda (X,d) bir tam
konik metrik uzaydr. T:X ® X, T((x0)) =(0,%), T((0,%) =(% x0) olur ve T

biiziil ebilme kasulunu saglar. Yani " (X, X,), (Y., ¥,)1 X igin

d(T (X, %), T(Yy: Y,)) £ kd((%,%;), (Y1, Y2))

olur. Burada k :%T [02) dir. T bir tek (0,007 X sabit noktasina sahiptir fakat T
doénisumi metrik uzayda buzulebilir dgildir [25].

4.3. Teorem

(X,d) bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve T:X ® X capsal biizillebilir
donisuim ise T bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat

F={Al X:A Xin bostan farkl dizisel kompakt alt kiimesi ve T - invaryant
olsun. TAT A ise T- invaryantur. X dizisel kompakt ve TX I X oldugundan
F1 f ve xI F. F ailesi, A,A T F olmak lizere, A £A, ancak ve ancak
Al A, ilekismi sraidir. F deki her S zinciri sonlu arakesit ¢zellgine sahiptir.
Dizisel kompakthk, kompakthg: gerektirdiginden B = I{A: Al S} f kiimesi F ye
aittir. Dolayistyla Bt f dir. B dizisel kompakt ve

TB=T1{A: Al S}i I{TA: Al S}i {A:Al S}=B.

Acikca B, F icin bir alt amrdir. Zorn Lemmasindan Al F minimal eleman olsun.
A, =TA olarak alalim. Kompakt kiimenin stirekli gorintiisii kompakt oldusundan ve
T - invaryant oldusundan TA, 1 TA= A, dir ve A, kompakttir. Yani AT F dir. A
minimal oldgundan A, = A olmak zorundadir. Dolayisiyla A=TA dir. O halde
d(A) =d(TA)dir. T capsal buzilebilir oldgundan d(A) =q dir. Yani A nmin en az

bir z noktasi vardir. A, T invaryant oldugundan Tz = z dur.

Yukaridaki Teorem 4.3 ispati genellestirilemez. Her bir {T”x} yoringesinin z
noktasina yakinsak olup olmadigi bilinmiyor. Eger ¢capsal bizulebilir donigim daha

kuvvetli olan asimptotik ¢apsal buzulebilir dongum ile yer desistirirse, T sinirli
yoringeye sahip oldyzunda her zaman T nin bir sabit noktaya sahip oldwgu

gosterilecektir. E de sup{d(T“x,T”‘x ):m, ni ¥} mevcut ise bir {T“x} yoriingesine

sintrlidir denir.
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4.4 Tanim

(X,d) tam konik metrik uzay, T: X ® X bir donlstim olsun. Eger q <d,{A} ve
d,{TA ) <d,{A}) olacak sekilde X in her artmayan{A} kapal ve sinirli kime

dizisi varsaT donustmine asimptotik ¢apsal biizulebilir denir @, (A,) = IE@er(A“) :

{A }rin asimptotik gap ).
4.1. Onerme

Eger T: X ® X asimptotik capsal buzilebilir donigim ise T c¢apsal bizilebilir

doéndstmddr.
Ispat

Her ni ¥ igin A =A olsun. d(TA)in@er(TAq):da(TAq) asimptotik capsal

bizilebilir oldugundan d, (TA,) <d,(A,) =limd(A,) =d(A) . O halde

d(TA) <d(A)
olur.
4.2. Onerme

(X,d) bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve T: X ® X bir buzilebilir

doéntsim olsun. Bu durumda T asimptotik ¢apsal bizilebilir donigumddr.
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Ispat

{A}1 (X,d) bir kapali, simirh ve artmayan dizi ved,(A)=limd (A)>q olsun.

(X,d) kompakt (dizisel kompakt) oldusundan her bir {A} kompakttir (dizisel
kompakt). T surekli oldugu igin TA, kompakttir. Kompaktliktan ve Lemma 3.11’

den x_,y. 1 A secebiliyoruz dyleKki

d(Tx,,Ty,) =d({TA}).

{A} bir artmayan ve kompakt dizi oldiu igin x, ® x, y, ® y vardir. T siirekli

oldugundan ve ayn zamanda Lemma 3.3' den

d,(TA,) = limd(TA,) = limd(Tx, Ty,) = (T, Ty) .

Eger x=y ised,(TA) =d(Tx,Ty) =q <d,{A}) .

Eger x* y ise

d,(TA) =d(Tx,Ty) <d(x y) =
=limd(x,.y,) £ limsud (.y):x.yT A} = limd {A})=d, {A})

4.1. Lemma

(X,d) bir konik metrik uzay, P kuvvetli minihedral ve Al X sinirl1 olsun. Bu

durumda d(A) =d(A).
Ispat

P kuvvetli minihedral ve Al A oldugundan d(A) <d(A).
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Tersine x,yi A olsun. Onerme 3.7 den (X,d) birinci saylabilir topolojik uzay
oldugundan en az x_,y. 1 A var dyleki x, ® x, y. ® y.Lemma3.3 denve P

kapal1 oldugundan

d(x,y) = limd(x,.y,) £d(A) .

P kuvvetli minihedral konik ve x,yl A herhangi iki eleman oldgu icin

d(A) <d(A).Ohalded(A) =d(A) olur.
4.4. Teorem

(X,d) bir tam konik metrik uzay, P kuvvetli minihedral konik veT : X ® X bir

asimptotik gapsal biiziilebilir donigim olsun. Kabul edelim ki baz x,1 X igin

Tnin {T“XO}?; ile snirlr yoriingesi olsun. O zaman zI X, Tnin bir tek sabit

0
noktasidir ve her x1 X igin {T”xo}?j:0 dizisi z ye yakinsar.

Ispat

T bizdlebilir donigim oldugundan bir {T”xo} yoringesinin snirli olmas tim

{T”x} yorungelerinin snirli olmasim gerektirir. n3 0 igin
A :{me: m3 n} :{T”X,T””x,...}

olsun. Her n3 1 icin A, =TA,, olsun. O zaman T nin strekliligi, Teorem 3.1 ve

Lemma4.1l’ den

d.{AD=d,dAb =d.{TA.. D =d,(TA D =d,(TAD.
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T asimptotik ¢apsal biiztilebilir dongiim oldugundan d,({ A }) =q . Bu demektir Ki
{T"x} bir Cauchy dizisidir ve yaknsaktr. z=limT"x olsun. T(T™)® Tz,

T™x® z veher metrik uzay T, - uzayi oldugundan Tz=2z.

Sabit noktanin tekligi T nin buzdlebilirlginden agiktir.

4.2.Konik Metrik Uzaylarda Genéllestirilmis Bazilme Donusumleri

Sabit nokta teorisinde ¢ok 6nemli olan genellgtirilmis bizilme déndsimleri ilk
olarak Ciri¢ vermistir [14]. Son yillarda J. Gornicki, ve B. E. Rhoades ortak sabit
nokta teoremleri elde etmek icin genellgtirilmis buzilme donistmlerini
kullanmislardir  [23]. Genellestirilmis  buztlme dondsimleri desisik  yazarlar
tarafindan calisilmustir [3, 4, 15, 16, 31-34, 36, 37, 40, 45].

Ciri¢’in baz temel sonuclar bu bdlimde, genelleastirilmis biizillme donistimleri icin
konik metrik uzaylarda bir sabit teoremi ve bir ortak sabit nokta teoremi olarak
ispatlanc [14, 15].

4.2.1. Gendllestirilmis buztlme dontsimleri icin sabit nokta teoremleri

Bu kisimda konik metrik uzaylarda genellgtirilmis buzilme dontsimleri icin bir
sabit noktateoremi ispatlanmstir.

(X,d) bir konik metrik uzay ve x,x,1 X olsun. x,x, arasindaki skaler uzaklik

dc(Xl’XZ):H d(x,%,) H ile tammlanr.

4.3. Teorem

(X,d), K31 normal sabit ile bir tam konik metrik uzay veT : X ® X donlstimii

a,b,gd: X" X®[01) ve
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I :sup{a(x,y)+b(x,y)+g(x,y)+2Kd(x, y)} <1 (4.1)

olmak tizere, her x,yl X icin

d.(TxTy)£a (x,y)d. (x. y) +b (x y)d, (x Tx)+g(x y)d. (v, Ty)
+d (x,y)gd. (x, Ty)+d, (v, Tx)g, (4.2)

kosulunu saglasin. O zaman,
(i) ul X olacak sekilde T bir tek sabit noktaya sahiptir.
(i) Her xI X icinn® ¥ igcinT"x® u.

n

(iii) d, (T“x,u)Ell_ |

d. (%, Tx).

Ispat

Sabit bir xI X noktasi secelim. {x} dizisini x, =x, X =Tx,, X =Tx,...,

X =TX, ... Iletammlayaim. Es. 4.2' den

d, (%, X,) =0 (T, 1, T,)
£ad, (%, %) +bd, (%1, %) +9d, (%, %.1) +d €9 (%1 %.1) + (%% )

veya

dq (%, X1 ) = (.1, TX,)

£ad,(x,,.%)+bd, (x,,,% ) +9d, (X, %..) +dd (%.1. %) (43
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Burada a,b,g ve d, (X.,,x,) noktasinda deger alan fonksiyonlardr. Uggen

esitsizliginden

d (X1 %pes) £d (%1%, ) +d (%, %) (4.4)

dur. Dolaysyla

£ K gd, (%1% )+ d, (X, %01 )8

dc (Xn-l’Xn+l) £ K ||d (Xn-l’ Xn)+ d (Xn’ Xn+l)

£ 2K max{d, (x,.,,%,).d, (%, %..0)} (4.5)

Es. 4.5 den Es. 4.3,

Ay (X,1: %) £ (@ +b +g)max{d, (X,.,.%, ). (%, %1 )} + 2Kd max{d, (x,.,.%,).d. (X, .%,.1)}

esitsizligine donusur. O zaman
de (X0 Xpa) £1 max{d; (X,.1,%, )10 (% %)}
dir. I <1 oldugundan

d, (%, %) E1 A (%,.1.%,) (4.6)

dir. TUmevarmile

de (% %) 1 Ao (X0 %, ) E1 0 A (X, 50%,0) £ £1 " (X TX) (4.7)

elde edilir.
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Konik metrigin Ucgen ssitsizliginden m>n igin

d (%, %) £ (X, %0) + 0 (X0, X,12) A (X0 %) (4.8)
elde edilir. Konigin normal olmas, Es. 4.7 esitsizligi, || ve Ucgen esitsizligi
saglandigindan

d, (X %, ) £ K&, (%, X0) + A (X0 X02) +oe + 0 (%10 %0 ) B

£ K@ "d, (xTx)+I "d, (x,Tx) +...+1 ™d, (x Tx)g

n

I Kd, (%, Tx)

£|
1-

veya

n

d, (%1%, £

T K (%, Tx) (4.9

elde edilir. mn® ¥ icin, Es. 49 dan ve Lemma 3.2'den {x} dizisi bir Cauchy

dizisidir. (X,d) bir tam konik metrik uzay oldusundan ui X igin
Lg@ryxn =u (4.10)

olur. Simdi u nun T nin sabit noktas oldugunu gosterelim. Es. 4.1 ve Es. 4.2 den
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d, (Tu,Tx,) £ad (u,x,) +bd, (u,Tu) +gd, (x,,Tx,) +d gd. (u,Tx,) +d, (x,.Tu)g

d. (u,x,).d, (u,Tu), i

%

.‘[
£(a +b +g+2d )max
( g ) +dc(Xn’Xn+1)’dc (U, Xn+l)’dc (Xn’Tu)g

£1 max{d, (u,x,),d, (u.Tu),d (%, %) 0, (U%,,), 0, (%, Tu)},

olur. n® ¥ ic¢in limit alrsak, Es. 4.10 ve Lemma 3.3'den
d. (Tu,u)£1 d (Tu,u) (4.11)

elde edilir. | <1 oldugu icin d,(Tu,u)=0 dir. Sonug olarak |d(Tu,u)|=0 ve

dolayisyla
d(Tu,u)=q
olur. Buda Tu =u olmasin gerektir.

Teklik icin x,yT X ve x® y olacak sekilde T nin iki sabit noktaya sahip oldgunu
kabul edelim. Es. 4.2 den

d. (x,y) =d, (TxTy) £ad,(x y) +bd, (x Tx) +gd, (y, Ty) +dd, (x Ty) +dd (y, TX)
(a+24)d (xY)
£1d.(xy)

olur. |1 <1 oldugu igin d,(x,y)=0 olur ve dolayisyla, x=y dir. xI X keyfi
oldugu icin Es. 4.10 dan (ii) elde edilir.



(iii) yi gostermek icin k5. 4.9da n® ¥ icin limit alrsak Lemma 3.3’ den her n igin

n

| I d (x,Tx)

d. (T“x,u) £

elde edilir ve ispat tamamlanr. Es. 4.1 ve Es. 4.2 yi saglayan donisumlere
genellestirilmis  blzilme donisima denir. Es. 4.7 nin ispatindan eser T

genellestirilmis biizilme donistimi ise o zaman T dontisimi | T (0,1) ve her

x,yI X icin

d, (Tx, Ty) £1 max{ d. (x,y),d; (x,Tx),d, (y,Ty), % d, (x Ty) +d, (y,Tx)E} (4.12)

-

saglar.

Kannan asagidaki gibi tanmlanan (X,r ) biizilme donistimini metrik uzaylarda

tanimlamistir [29]. O<a <% olmak tzere

r (TxTy)Eagr (x Tx)+r (v, Ty)g, (4.13)

Kannan'in bizilebilir donsimi Es. 4.13 sabit nokta teoremini ispatlamak igin
konik metrik uzaya tasimistir. Es. 4.13 U saglayan donisumler bir genellatirilmis
buzulebilir dontsumdar [29] .

Banach buzilme doénistimdnin strekli oldugunu biliyoruz. Fakat genel olarak

genellestirilmis buzdlme dontsumleri strekli degildir.

Asagidaki Ornekte, Kannan'in doénusimunin sirekli olmasnm gerektirmez. Tam
metrik uzayda verilen bu 6rnek ayn zamanda K =1 normal sabiti ile tam konik

metrik uzaydr.
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4.2. Ornek

X =[0,4] ve bunun tizerindeki metrik r (x,y)=|y- X olsun. T:X® X ile

; g X£3 'lrJ
T(¥) =1 ; y (4.14)
i X i
f 2 3< X£4b
tammlanan. x,y1 [0,3] icin
r (Tx,Ty) :%|x- TX+Tx- Ty +Ty- Y|
E%éf (x ™) +r (TxTy) +r (v, Ty)g (4.15)
Dolayisiyla
r (Tx,Ty)E%gr (xTX)+r (v, Ty)g- (4.16)

Benzer sekilde, ayn esitsizlik x,y1 (3,4] icin gegerlidir. Simdi, x1[0,3] ve

y1 (3,4] olsun. O zaman
r (TxTy)= ‘g i %‘ £1<1.125 £%r (v, Ty) (4.17)

olur. Acikca esitsizlik xT (3,4] ve yT [0,3] icin saglanr. O zaman T, Es. 4.13 U
salar, fakat T siirekli degildir [17].
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4.5. Onerme

(X,d) tam konik metrik uzayindaki genellestirilmis biizilme dontsimi T nin bir

tek sabit noktasi vardir ve bu noktada stireklidir.
Ispat

Teorem 4.5 den biliyoruz ki T tek bir sabit noktaya sahiptir ve bu nokta zi X
olsun. n® ¥ icin y, ® z olacak sekilde bir dizi {y,}1 X olsun. n® ¥ igin

Ty, ® Tz =z oldugunu gosterecegiz. Es. 4.12 ve Lemma 3.3’ den
d (Ty, Tz) £1 max%dc(yn,z),dc(yn,Tyn),dC(y,Ty),%édc(yn,z)+dc(z,Tyn)g\E
£1d,(y,,2)+1 d.(TzTy,) (4.18)
veya
d. (Ty,.Tz)- 1 d. (T2, Ty,) £1 d. (y,.2)
(1-1)d.(Tz,Ty,)£1 d, (V.. 2)

dC(Tz,Tyn)El_I—Idc(yn,z) (4.19)

elde edili. n® ¥ icin, o zaman Es. 419 ve Lemma 33'den (X,d)de

Ty, ® Tz=2z. Sonugolarak T, z sabit noktasinda stireklidir. ispat tamamlanr.

4.2.2. Genellestirilmis buztlme dontsimler icin ortak sabit nokta teoremleri

Bu kisimda konik metrik uzaylarda genellgtirilmis buzilme dontsumleri icin bir
ortak sabit noktateoremi ispatlanmustir.
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S bostan farkl: bir kime {T,} S den Sye tammlanan doénisiimler ve J indis

alJ?

kiimesi olsun. ul S noktasina {T,}.. ,, ailesi igin bir ortak sabit nokta denir ancak

a

veancek her T, icinu=T_u.

4.6. Teorem

(X,d), K31 normal sabit ile tam konik metrik uzay oIsun.{Ta}aTJ , X Uzerinde
kendi kendine dénisiim olsun. Eger her a1 J icin b1 J sabiti var ve
-}-dc(x’ y)’dc(x’-l-ax)’dc(y’-l-by)’.:'.'.I
d T, XT,y) £l maxjq . y (4.20)
() ¥58dc(x,Tby)+dc(y,EX)H b
saglamyorsa | =1 (a)T (0,1), | K<1 ve x,yl X igin her T, tek ortak sabit

noktaya sahiptir.
Ispat

al J ve xI X keyfi olsun. X, =%, X, =T. %oy Xorap = Ty Xonsy, N3 0 dizisini

a“‘2n?

elealahm Es. 4.20 den

dc (X2n+l’ X2n+2) = dc (Ta Xm ’Tb X2n+1)

.}dc (in ’ X2n+1) ,d, (in , X2n+1) ,d, (X2n+11 X;h+2)’.::|
£1 maxjq h y
%E@dc (XZn ' X2n+2) + dc (X2n+1’ X2ﬂ+1)H b

olur.



d(XZn 2n+2)£ d( 2n+1)+d( 2n+1? X2n+2)

0V

)& K gd O Xanna)] * A Oares Xare2)

||d (XZn ’ X2n+2

dc (XZn 2n+2)£ K@d ( 2n+1)+d ( n+1? X2n+2)g

oldugundan

1 N
5% ( X2n+2) £ K &d, ( 2n+l) +d, ( N+ th+2)H
£K maX{ (X2n X2n+1) ( 2n+17 X2n+2)} '

ve

dc (X2n+l’ X2n+2) £ I K max{ dc (Xm ’X2n+1) 7dc (X2n+1’ X21+2)} )

| K <1 oldugundan

d ( 2n+11 X2n+2)£I Kd ( 2n+1)

Benzer sekilde

dc (XZn’X2n+1) £I ch (X2n-1’ X2n) )
n3 ligin

d, (%, %1) £ K10, (%, 1%, ) £ £(1 K)"d, (% %) ,
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(4.21)

(4.22)

olur. Es. 4.22 ve konik metrik uzaylarda|||| ve Uggen esitsizliginden, m>n igin,
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de (%0 %) £ K& (%, %1) A (Xons Xpvz) o + 6 (X010 %0 ) B
EKGIK)"d, (%,0) + (1 K)"™ d, (3,5) +.+ (1 K)™ d, (%, )4

EKGIK) +(1K)™ +.+ (1 K)™ U, (x,%)

d, (%,%)- (4.23)

Es. 423 de mn® ¥ icin limit abrsak Lemma 3.2 den {x} bir Cauchy dizisidir.

X tam oldugundan zI X igin

limx, =z (4.24)

n® ¥

olur. Es. 4.20 den

dc (Tb Z, X2n+l) = dc (Tb Z’-I; XZn)

.}dC(Z’ XZn)’dc(Z’Tb Z)’dC(XZ”’ X2“+l)
£1 max|

i

1|,
. N y
T%gdc(z’XZml)-'-dc(XZn’sz)H b

N® ¥ icinlimit alrsak Es. 4.24 ve Lemma 3.3’ den
dC(sz, z)£| dc(z,sz)

olur. O zaman d, (T,z,z) =0 ve T,z=z.
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z nin {T,}.., nin sabit noktas oldugunu gostermek icin al J keyfi olsun. Es.

al J

420den x=y=z=T,zile
_ ] 1 (i
dc(z,sz)—dC (sz,'l;1 z)£| (a)maxjd.(zT, z),EdC(z,T Z)E

olur ve boylece T, z=z dir. Sonug olarak tim T, larn ortak sabit noktas: vardir.

Kabul edelim ki w, T,mn z den farkh diger sabit noktas olsun. O zaman

yukaridaki gibi w, {T,}.. , nin ortak sabit noktasi olur. Es. 4.20 den
d(zw)=d (T2 TwWEl & (2w

ve z=w dir. O zaman z tim {T,} 'lar igin tek ortak sabit noktachr. Boylece ispat

tamamlanr.
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5. SONUC

Ik bolimde metrik uzaylar, sabit noktateoremleri ve konik metrik uzaylar hakknda
bilgi verilmitir.

Ikinci boliminde ise gelecek bolimlerde verilecek olan teoremlerin ispatlanda
kullanllacak bazi temel tammlar ifade edilmitir.

Uciincti bolum tic kissmdan olusmaktadhr. Birinci kissmda konik metik uzaylarda
bazi temel tammlar verilmitir. Aynica konik metrik uzaylarda baa teoremler
ispatlanmustir. Ikinci kissmda Baire kategori teoremini ispatlamak icin baz temel
tamm ve lemmalarayer verildi Uglincli kismda konik normlu uzaylar ve konik
Banach uzaylann tanimlan verildi ve bu uzaylar lzerinde baz yeni tannmlar ve

teoremler elde edildi.

Dordinct bolum iki kisimdir. Birinci kissmda konik metrik uzaylarda capsal
buzilebilir donistimi tammlayarak baz sabit nokta teoremleri ispatlanmstir. Ikinci
kismda iki alt kisim vardr. ilk olarak konik metrik uzaylarda genellgtirilmis
bizilme donistimleri icin sabit nokta teoremi ispatlanmastir. ikinci olarak konik
metrik uzaylarda genellatirilmis bizilme donUstimleri icin bir ortak sabit nokta
teoremi ispatlanmistur.
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