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ÖZET 

 

Bu çalışmada, konik metrik uzay üzerinde bazı temel topolojik yapılar ve 

tanımlar genelleştirildi. Örneğin, dizisel kapalı küme, sınırlı ve tamamen sınırlı 

kümeler, c − ağı, Lebesgue elemanı, kompakt küme, sürekli ve dizisel sürekli 

dönüşümler. Ayrıca, her konik metrik uzayın topolojik uzay, birinci sayılabilir 

topolojik uzay ve 4T −  uzayı olduğu ispatlandı. Konik metrik uzay üzerindeki 

Baire’nin kategori teoremini ispatlamak için yoğun olmayan, birinci (Meager) 

ve ikinci (Meager değil) kategoriden tanımlar verildi. Ayrıca, konik normlu 

uzaylar ve konik Banach uzaylar tanımlandı. İki küme arasındaki uzaklık 

konik metrik uzay üzerinde tanımlanarak, konik metrik uzaylar üzerinde bazı 

örnekler verildi. Koniğin kuvvetli minihedral konik olduğu  kabul edilerek, bazı 

sabit nokta teoremleri elde etmek için konik metrik uzaylar üzerindeki çapsal 

büzülebilir ve asimptotik çapsal büzülebilir dönüşümlerin tanımları verildi.  
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Sonuç olarak, konik metrik uzay üzerindeki iki nokta arasındaki skaler uzaklığı 

tanımlayarak genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri, bazı sabit nokta teoremleri 

ve ortak sabit nokta teoremleri elde edildi. 
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ABSTRACT 

 

In this study, some topological concepts and definitions are generalized to cone 

metric spaces such as: sequentially closed set, bounded and totally bounded sets, 

c − net for sets, Lebesgue element, compact sets and continuous and sequentially 

continuous mappings. It is proved that every cone metric space is topological 

space, first countable topological space and 4T −  space. To prove Baire’s 

Category theorem in cone metric spaces, nowhere dense (Rare), Meager (first 

category) and Nonmeager (second category) sets are defined. Also, cone normed 

spaces, cone Banach spaces and the distance between two sets in cone metric 

spaces are defined. Furthermore, accompanied with some examples. To obtain 

some fixed point theorems in cone metric spaces, by assuming that the cone is a 

strongly minihedral cone, diametrically contractive and asymptotically 

diametrically contractive mappings are defined in cone metric spaces.  
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Finally, some fixed point theorems and common fixed points theorems of 

generalized contraction mappings are obtained by defining the scalar distance 

between two points in cone metric spaces. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 
 

Simgeler            Aç ıklamalar 
 

( ),X ρ                       Metrik uzay 
 

( ),x yρ                      Metrik, x  ile y  arasındaki uzaklık 
 
( ),X d                        Konik metrik uzay 
 

( ),d x y                       Konik metrik, x  ile y  arasındaki uzaklık 
 
sup A                         A nın en küçük üst sınırı (Supremum) 
 
max A                        A nın en  büyük  elemanı (Maksimum) 
 
inf A                          A nın en büyük alt sınırı (İnfimum) 

 
φ                                 Bo ş küme  
 
A                               A  kümesinin kapanışı 
 

cA                              A  kümesinin tümleyeni 
 
{ }nx                            Dizi 
 

nx x→                       { }nx  dizisi x  e  yakınsar 
 
¥                                Do ğal sayılar kümesi 
 
¡                                Reel say ılar kümesi 
 

+¡                               Pozitif reel say ılar kümesi 
 
⊂                                 Alt küme 
 
∈                                  Eleman 
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Simgeler            Aç ıklamalar 
 
 
∉                                  Eleman de ğil 
 
∋                                  Öyle ki 
 
∃                                  En az  
 
∀                                 Her ( herhangi) 
 
P                                 Konik 
 
E                                 Reel Banach uzay 
 
İçP                             P  nin içi  
 

yx ≤                      ( )y x P− ∈  
 

yx <                      yx ≤  fakat, yx ≠  
 
x y<<                    ( )y x İçP− ∈   
                           

( )Aδ                          { }AyxyxdA ∈= ,:),(sup)(δ , ( A nın çapı denir) 
 

( )a nAδ                        )(lim)( nnna AA δδ
∞→

= , ({ }nA nın asimptotik çapı denir) 

 
XXT →:                 T , X ten X e bir dönüşüm 

 
cτ                                 Topoloji 

 
( , )cX τ                         Topolojik uzay 
 

.                            Norm  
 
( ), .X                        Normlu uzay 
 

. c                           Konik norm 
 
( ), . cX                      Konik normlu uzay  
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Simgeler            Aç ıklamalar 
 

( ),cd x y                     ( ),d x y  
 
θ                                S ıfır vektör 
 

[ ]( , )mC a b¡                 [ ],a b  aralığında .m  dereceden türevi sürekli, reel 
                         de ğişkenli reel değerli fonksiyonlar 
 

pL                               

[ ]
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1

2

0

: 0,2 Lebesgue ölçülebilir ve

, 1
pp p
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x
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x x t dt p
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1. GİRİŞ 

 
Modern matematiğin gelişimi, analizin soyut ve aksiyomatik yöntemlerinden 

etkilenmiştir. Kümelerin cebirsel özelliklerinin analizin gelişimine çok fazla faydası 

olmadığı için metrik uzaylara ihtiyaç duyulmuştur. 

 

Metrik uzaylar ilk olarak 1906 yılında Maurice Frèchet tarafından verilmiştir [19].   

Metrik veya metrik uzay kavramı, klasik analizden modern analize geçiş sağlayan 

çok önemli bir köprüdür. Öyle ki reel ve kompleks teorilerde bilinen bir çok önemli 

özelliklerin herhangi bir uzayda nasıl yapılacağını bize gösterir. Ayrıca topolojide 

soyut olan bir takım kavramlar, metrik uzaylarda daha somut kavramlarla açıklama 

imkanını sağlar. Maurice Frèchet 1926 yılındaki bir çalışmasında da lineer metrik 

uzayları tanımlamıştır [20]. Metrik uzaylarla ilgili detaylı bilgiler ve uygulama 

alanları şu kaynaklarda vardır [12, 21, 41, 43, 44].  

 

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori çalışmaları 1910 da Brouwer ile 

başlamıştır. Brouwer, n¡  nin kapalı birim yuvarından yine kendi üzerine tanımlanan 

sürekli dönüşümün sabit noktasının varlığını kanıtlamıştır [11]. Daha sonra 1930 da 

Schauder, Brouwer’in teoremini n¡  yerine herhangi bir normlu lineer uzay alarak 

aşağıdaki şekilde genişletmiştir [42]. 

 

“ X  bir normlu lineer uzay, C X⊆  kapalı ve konveks bir alt küme ve  :f C C→  

olsun.  O zaman f , C  de  bir sabit noktaya sahiptir”. 

 

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi 1922 de Banach’ın büzülme prensibi ile 

başlamıştır [8].  

 

Genel olarak sabit nokta teori çalışmaları iki yönde gelişmektedir. Birincisi tam 

metrik uzaylar üzerinde tanımlı büzülme ve büzülme tipi dönüşümler için sabit nokta 

teori, diğeri ise normlu lineer uzayların kompakt konveks alt kümeleri üzerinde 

tanımlı sürekli dönüşümler için sabit nokta teoridir. 
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Son yüzyılda sabit nokta teorisi matematiğin, fonksiyonel analiz, lineer olmayan 

fonksiyonel analiz,  matematiksel analiz, operatör teori, genel topoloji, diferensiyel 

denklemler, yaklaşım teorisi, potansiyel teori, kontrol sistemleri ve oyun teorisi gibi 

birçok alanında uygulamaları vardır. Bunların dışında istatistik, mühendislik, 

matematiksel ekonomi ve esneklik teorisi gibi alanlarda uygulamalarını görebiliriz.  

 

Yukardaki çalışmaları ve sabit nokta teorisi ile ilgili bazı çalışmaları şu kaynaklarda 

bulabiliriz [5, 9, 10, 17, 22, 24, 28, 30, 46] . 

 

Sabit nokta teorisi için metrik uzaylar yeterli midir sorusu son zamanlarda soruldu.  

 

Huang ve Zhang 2007 de sabit noktayı ispatlamak için metrik uzayların bütünüyle 

yeterli olmadığını ve metrik uzaylardan daha geniş bir uzayın olabileceğini gördüler 

ve bunun için de bu problemin üstesinden gelmek için konik metrik uzayı kavramını 

verdiler [25].  Yazarlar konik metrik uzaylarda yakınsaklık, tamlık tanımı ve konik 

metrik uzaylarda büzülebilir dönüşümlerle ilgili bazı sabit nokta teoremleri 

ispatlamışlardır. 

 
2E = ¡  ve ( ){ }, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥ , 

 
olarak bir örnek vermişlerdir. Bu örnek üzerinde tanımlanan dönüşüm öklid metrik 

uzayında büzülebilir değildir. Fakat konik metrik uzayda büzülebilirdir. 

 
1K <  normal sabitine sahip normal konikler olmadığını ve herbir 1s >  için K s>  

normal sabitli konikler olduğunu göstermişlerdir [39]. Ayrıca normal sabiti ile 

normal koniği kaldırarak normal olmayan konikler için bazı sonuçların 

genelleştirmesi verilmiştir [25]. Bazı ortak sabit nokta teoremleri konik metrik 

uzaylarda ispatlanmıştır [1, 7, 13, 26, 47]. Raja ve Vaezpour c −  genişlemeyen, 

( ),c λ  düzgün yerel büzülebilir dönüşümü, f −  kapanışı ve c −  izometrik gibi bazı 

tanımlar konik metrik uzaylarda tanımlanarak bazı sabit nokta teoremleri 

ispatlamışlardır [35]. Ayrıca, konik metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri için bazı 
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ilginç uygulamalar vermişlerdir. Abbas ve Rhoades, Huang ve Zhang’ın 

çalışmasında verilen bazı sabit nokta teoremlerini kendi çalışmalarındaki konik 

metrik uzaylarda ispatlamışlardır [2, 25]. Ilić ve Rakoćević konik metrik uzaylarda 

zayıf büzülme tanımını vererek bazı sabit nokta teoremleri ispatlamışlardır [27]. 

Konik metrik uzaylarda küme değerli büzülme dönüşümü tanımı ilk olarak 

Wardowski tarafından verilmiştir [48]. Rezapour konik metrik uzaylardaki en iyi 

yaklaşımların karakterizasyonu hakkında bazı sonuçlar vermiştir [38]. 

 

Bu çalışmada, konik metrik uzay üzerinde bazı temel topolojik yapılar ve tanımlar 

genelleştirildi. Örneğin, dizisel kapalı küme, sınırlı ve tamamen sınırlı kümeler, 

c − ağı, Lebesgue elemanı, kompakt küme, sürekli ve dizisel sürekli dönüşümler. 

Ayrıca, her konik metrik uzayın topolojik uzay, birinci sayılabilir topolojik uzay ve 

4T −  uzayı olduğu ispatlandı. Konik metrik uzay üzerindeki Baire’nin kategori 

teoremini ispatlamak için yoğun değil, birinci (Meager) ve ikinci (Meager değil) 

kategoriden tanımlar verildi. Ayrıca, konik normlu uzaylar ve konik Banach uzaylar 

tanımlandı. İki küme arasındaki uzaklık konik metrik uzay üzerinde tanımlanarak, 

konik metrik uzaylar üzerinde bazı örnekler verildi. Koniğin kuvvetli minihedral 

konik olduğu  kabul edilerek, bazı sabit nokta teoremleri elde etmek için konik 

metrik uzaylar üzerindeki çapsal büzülebilir ve asimptotik çapsal büzülebilir 

dönüşümlerin tanımları verildi. Sonuç olarak, konik metrik uzay üzerindeki iki nokta 

arasındaki skaler uzaklığı tanımlayarak genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri, bazı 

sabit nokta teoremleri ve ortak sabit nokta teoremleri elde edildi. 
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2. BAZI  TEMEL  KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde ileride kullanacağımız bazı temel tanımlara yer verilecektir. 

 

2.1. Tanım 

  

≠X  φ   bir küme ve XXT →:   bir dönüşüm olsun.  Bu durumda  

 

00 xTx =                   (2.1)  

 

olacak şekilde bir  Xx ∈0 varsa, 0x   noktasına T  nin X  de bir sabit noktası denir. 

 

Aşağıdaki örneklerden de görüleceği gibi XXT →:  ile tanımlanan bir T  

dönüşümünün bir tek sabit noktası olabilir veya birden çok olabilir veya hiç 

olmayabilir. 

 

2.1. Örnek 

 

(1) [ )∞= ,0X  ve XXT →: , 
2
xTx =  olsun. Bu durumda 00 =x  bu dönüşümün bir 

tek sabit noktasıdır. 

 

(2) [ )∞= ,0X  ve XXT →: , 2Tx x=  olsun. Bu durumda 00 =x , 11 =x  bu 

dönüşümün iki sabit noktasıdır. 

 

(3) ( )∞∞−= ,X  ve XXT →: , 3Tx x=  olsun. Bu durumda 00 =x , 11 =x , 

12 −=x bu dönüşümün üç sabit noktasıdır. 

 

(4) [ )∞= ,0X  ve XXT →: ,  2Tx x b= + , b >0  olsun. Bu durumda T nin  hiç bir 

sabit noktası  yoktur. 
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,I X  üzerindeki birim dönüşüm olmak üzere  XXT →:  dönüşümünün sabit 

noktası aslında  

 

( )( ) 0T I x− =  

 

denkleminin çözümleridir. O halde bu denklemin çözümünü bulmak için standart bir 

teknik, buna karşılık gelen dönüşümün sabit noktalarını bulmaktır. 

 

2.2. Tanım 

 

Boş olmayan bir X  kümesi ve bir 

 

: X Xρ +× → ¡ ,   ( ) ( ), ,x y x yρ→  

 

dönüşümü verilsin. Eğer  bu ρ  dönüşümü her , ,x y z X∈  için  

 

(M1)   ( ), 0x y x yρ = ⇔ = ; 

(M2)   ( ) ( ), ,x y y xρ ρ= ; 

(M3)   ( ) ( ) ( ), , ,x y x z z yρ ρ ρ≤ + ; ( üçgen eşitsizliği) 

 

özelliklerini  sağlıyorsa X  üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını alır ve bu 

durumda ( ),X ρ  ikilisine bir metrik uzay denir. Burada (M1) - (M3) özelliklerine 

metrik aksiyomları denir. 

 

2.3. Tanım 

 

E  bir reel Banach uzayı ve ,P E nin bir alt kümesi olsun. Aşağıdaki şartları 

sağlayan P  kümesine bir konik denir. 

 



 6 

 P1)  P  boş olmayan kapalı bir küme ve  { }P θ≠ ; 

 P2)  ,a b∈¡ , 0, ≥ba  olsun Pyx ∈,   iken ax by P+ ∈ ; 

 P3)  Px ∈  ve Px ∈−   iken x θ= . 

 
2.4. Tanım  

 

E  bir reel Banach uzayı ve ,P E nin  bir alt kümesi olsun. yx ≤  ancak ve ancak 

( )y x P− ∈  ile tanımlı ≤  bağıntıya P  ye göre kısmi sıralama denir. yx <  ile yx ≤  

fakat yx ≠ yi kastediyoruz. yx <<  ile ( )y x İçP− ∈  yi kastediyoruz. ( PİçP ≡ nin 

içi) [25]. 

 

İspatsız verilen bir not, aşağıda önerme olarak verildi [39]. 

 

2.1. Önerme  

 

E  bir reel Banach uzayı, P E⊂  bir konik ve 0λ >  reel sayı olsun. Aşağıdaki 

ifadeler vardır.  

 

(i) İçP İçP İçP+ ⊂ . 

(ii) İçP İçPλ ⊂ . 

 

İspat  

 

(i) x İçP∈  ve y İçP∈  olsun. Bu durumda en az 1 0ε >  ve 2 0ε >  vardır öyle ki  

( )1,B x Pε ⊂  ve ( )2,B y Pε ⊂  dir. Şimdi 

 

 { }( )1 2, min ,B B x y Pε ε ε= + = ⊂  

 

olduğunu göstereceğiz. z B∈  olsun. Bu durumda 
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 z x y ε− − <  

 

 olur. Bu ise  

 

 1z x y ε− − <  ve 2z x y ε− − <  

 

 Olmasını gerektirir. Buradan 

 

( ) ( )2,z x B y Pε− ∈ ⊂  ve ( ) ( )1,z y B x Pε− ∈ ⊂  

 

 dir. Şimdi (P2) özelliğinden, ( )2z x y P− − ∈  dir. x P∈  olduğundan 

( )2z x y x P− − + ∈  olur. Buradan ( )2z y P− ∈  dir. y P∈  olduğundan 

( )2z y y P− + ∈  dir. Buradan 2z P∈  dir. (P2) den 1 2
2

z P∈  olur ve böylece z P∈  

dir. Yani ( ),B x y Pε+ ⊂  olur. O halde ( )x y İçP+ ∈  olur. 

 

(ii) 0λ >  bir reel sayı ve x İçP∈  olsun. Bu durumda ( ),x B x Pε∈ ⊂  olacak 

şekilde bir 0ε >  vardır. x İçPλ ∈  olduğunu göstermek için ( ),B x Pλ λε ⊂  

olduğunu göstereceğiz. ( ),z B xλ λε∈  olsun. Bu ise  

 

z xλ λε− <  

 

olur. 

 

1 z xλ λε
λ

− <  ve 1 z x ε
λ

− <  
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olur. Bu ise 1 z P
λ

∈  dir. (P2) den z P∈  dir ve böylece ( ),B x Pλ λε ⊂  dir. Yani  

x İçPλ ∈  olur. 

  

2.5. Tanım  

 

E  bir reel Banach uzayı ve ,P E nin  bir alt kümesi olsun. Her Eyx ∈,  ve 

x yθ ≤ ≤  için 

 

yKx ≤  

 
olacak şekilde 1K ≥  sayısı varsa P   koniğine normal konik denir [25]. 

 

Konik, fakat normal konik olmayan bir örnek verelim. 

 

2.2. Örnek 

 

[ ]( )2 0,1E C= ¡  ,  
∞∞

+= 'fff  normu ile ve her 1≥k , ( ) xxf =  ve  ( ) kxxg 2=   

için { }θ≥∈= fEfP :  olsun. O zaman [ ]0,1x ∈  olduğundan g fθ ≤ ≤ , 2=f  ve 

12 += kg  olur. Aynı zamanda, 

 

( ) ( )2 2 1f x g x k= < = +  

 

olur ve böylece, 

 

( ) ( )2 2 1k k f x g x k= < = +  

olduğundan k , P nin normal sabiti değildir. O zaman, P  normal konik değildir [39]. 

 

2.6. Tanım 
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E  bir reel Banach uzayı ve ,P E nin  bir alt kümesi olsun. Artan bir  dizinin üstten 

sınırlı her dizisi yakınsak ise P  ye düzgün (regüler) konik denir. Eğer { }nx  dizisi 

için yxx ≤≤≤ ...21  olacak şekilde bir Ey ∈  varsa o zaman 0,nx x n− → → ∞  

olacak şekilde bir Ex ∈  vardır. Denk olarak azalan alttan sınırlı her dizi yakınsak ise 

P  ye düzgün (regüler) konik denir [25]. 

 

2.7. Tanım  

 

E  bir reel Banach uzayı ve ,P E nin  bir alt kümesi olsun. Eğer her Eyx ∈,  için 

{ }yx,sup  varsa P  ye minihedral konik denir ve E  nin üstten sınırlı her alt 

kümesinin supremumu varsa E  ye kuvvetli minihedral denir. Sonuç olarak E  nin 

alttan sınırlı herhangi bir alt kümesinin infimumu vardır [18].  

 

2.3. Örnek  

 
2 ,E = ¡  ( ){ } 2, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥ ⊂ ¡  olsun. P  bir koniktir. Ayrıca P  bir  

kuvvetli minihedral koniktir. 

 

2.4. Örnek 

  
nE = ¡ , ( ){ }1 2, ,..., : 0, 1,2,3,...,n

n iP x x x x i n= ∈ ≥ =¡  olsun.  

 

( ) ( )nn yyyyxxxx ,...,,,...,, 2121 =≤=  ancak ve ancak her ni ,...,3,2,1=  için, 

( ) 0≥− ii xy . 

Bu durumda P nin herhangi  bir alt kümesinin infimumu vardır. 
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2.8. Tanım  

 

E  bir reel Banach uzayı ve ,P E nin  bir alt kümesi olsun. Eğer her Eyx ∈,  için 

x yθ ≤ ≤  olması, 

 

yx ≤  

  
olmasını gerektiriyorsa E  normuna monotonik denir [18]. 

 

2.1. Not 

 

Her n∈¥  ve Eba ∈,  için .a n b≤  iken 0≤a  oluyorsa böyle bir kısmi sıralamaya 

Archimedean denir. Eğer kısmi sıralama bir kapalı konik ile veriliyorsa sıralamanın 

Archimedean olduğu açıktır. 

 

Gerçekten, Eba ∈,  ve her n∈¥  için .a n b≤  olsun. Kısmi sıralama tanımından 

( ).b a n P− ∈  olur. (P2) den b a P
n

 − ∈ 
 

 olur. Buradan ba
n

≤  elde edilir. 

 

lim ( ) lim lim 0
n x x

bb ba a
n n n→∞ →∞ →∞

− − − = = =  

 

olur. O halde  b a a
n

 − → − 
 

 dır. P  kapalı olduğundan a P− ∈  olur ve böylece 

0a ≤  dır. 

 

Burada belirtmekte fayda vardır ki bazı reel Banach uzaylarda içi boş olan konikler 

vardır. Buna örnek olarak pl , 1 p≤ < ∞  dizi uzayları ve pL , 1 p≤ < ∞  Lebesgue 

integrallenebilir uzayları verebiliriz [18]. Diğer taraftan n¡  öklid uzaydaki pozitif 

koniğin içi boş değildir. Örneğin 2¡  deki, 
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( ){ } 2, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥ ⊂ ¡  

 

pozitif koniğinin içi  

 

( ){ }, : 0, 0İçP x y E x y= ∈ > >  

 

olup,  boş değildir.  Koniklerle ilgili daha fazla bilgi  için şu kaynağa bakılabilir [6]. 

 

Bu çalışmada, E  bir reel Banach uzayı ve P , E de İçP φ≠  olacak şekilde bir konik 

ve ≤ , P ye  göre bir kısmi sıralamadır. 
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3. KONİK  METRİK UZAYLAR  

 

3.1. Konik Metrik Uzaylarda Bazı Temel Tanım ve Teoremler 

 

Bu kısımda  konik metrik uzaylar üzerinde bazı temel tanım ve teoremlere yer 

verilecektir. 

 

3.1. Tanım  

 

X  boş olmayan küme, EXXd →×:  dönüşüm olsun. 

 

(d1)  Xyx ∈∀ ,  için  ( , )d x yθ <   ve ( , )d x y xθ θ= ⇔ = ; 

(d2)  Xyx ∈∀ ,  için ),(),( xydyxd = ; 

(d3)  Xyx ∈∀ ,  için  ),(),(),( zydzxdyxd +≤ ;   ( üçgen eşitsizliği) 

 

şartları sağlanıyorsa d ye konik metrik, ( )dX ,  ikilisine de  konik metrik uzay denir. 

Burada (d1) - (d3) özelliklerine konik metrik aksiyomları denir [25]. 

 

3.1. Örnek 

 
2 ,E = ¡   ( ){ } 2, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥ ⊂ ¡ ,  X = ¡ ,  ,: EXXd →×  

( )( , ) ,d x y x y x yα= − − , 0≥α  olsun. ( )dX , , ( ),E P  üzerinde bir  konik metrik 

uzaydır. 

 

Gerçekten,  

 

(d1) : ( , ) ( , )d x y x y x yα θ= − − > , 

)⇒   ( , )d x y θ=  ,x y θ⇒ − =  x yα θ− =   yx =⇒ . 

( ) ( )) ( , ) , 0,0 ( , )x y d x y x y x y d x yα θ⇐ = ⇒ = − − = ⇒ = . 
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(d2) : ( ) ( ) ),(,,),( xydxyxyyxyxyxd =−−=−−= αα . 

(d3): ( ) ( )( , ) , ,d x y x y x y x z z y x z z yα α= − − = − + − − + − ≤

( ) ( ) ( ), , , ( , ) ( , ).x z z y x z z y x z x z z y z y d x y d z yα α α α− + − − + − = − − + − − = +

 

3.2. Örnek 

 
2E = ¡ , ( ){ } 2, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥ ⊂ ¡ , 2 2:d E× →¡ ¡ ,  

( ) ( )( ) ( )22112121 ,,,, yxyxyyxxd −−=  olsun. ( )dX , , ( ),E P  üzerinde bir konik 

metrik uzaydır. 

 

3.1. Not 

 

Not edelim ki her metrik uzay bir konik metrik uzaydır. E += ¡  alınırsa ( )dX ,  

konik metrik uzayı ( ),X ρ  metrik uzayına dönüşür. 

 

3.3. Örnek 

 

1E l= ,  { }{ }1 : , her 1,2,... içinn nnP x E x nθ
≥

= ∈ ≥ =  olsun.  Ayrıca, ( )ρ,X  metrik 

uzay ve :d X X E× →  için, 

 

( )
1

,
( , )

2n
n

x y
d x y

ρ

≥

 
=  

 
  

 

tanımlansın. 

 

Gerçekten, ( )dX ,  bir konik metrik uzay ve P nin normal sabiti 1K =  dir [39]. 
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3.2. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, X  içinde bir dizi { }nx  ve Xx ∈  olsun. ,Ec ∈∀  

cθ <<  için m∃ ∈¥  öyle ki mn >∀  için cxxd n <<),(  oluyorsa { }nx  dizisine  

yakınsak dizi denir ve ∞→n  için nx x→  ya da xxnn
=

∞→
lim  şeklinde gösterilir [25]. 

 

3.3. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve X  içinde bir dizi { }nx  olsun. Eğer ,Ec ∈∀  cθ <<  

için N∃ ∈¥  öyle ki Nmn >∀ ,  için cxxd mn <<),(  ise { }nx  dizisine X  içinde bir 

Cauchy dizisi denir [25]. 

 

3.4. Tanım  

 

Bir ( )dX ,  konik metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X içinde bir noktaya yakınsak 

ise ( )dX ,  ikilisine tam konik metrik uzay denir [25]. 

 

3.5. Tanım  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XA ⊂  olsun. xxn →  olacak şekildeki Axn ∈  için 

Ax ∈  ise A ya dizisel kapalı denir. 

 

3.6. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay olsun. Eğer XA ⊂  ve her Ayx ∈,  için Ec ∈∃  ve  

cθ <<  öyle ki cyxd ≤),(  ise A ya üstten sınırlı küme { }AyxyxdA ∈= ,:),(sup)(δ  

mevcut ise A ya sınırlı küme denir. Eğer supremum mevcut değilse A ya sınırsız  

küme denir. 
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3.1. Lemma 

  

( )dX ,  bir konik metrik uzay olsun. Her cθ << , Ec ∈  için en az bir 0>δ  vardır 

öyle ki δ<x  iken İçPxc ∈− )(  (yani cx << ) dır. 

 

İspat  

 

cθ << , Ec ∈  olduğundan İçPc ∈  dir. { } İçPcxEx ⊂<−∈ δ:  olacak şekilde bir 

0>δ  bulabiliriz. 

Şimdi δ<x  ise 

 

δ<=−=−− xxcxc  

 

olur. Buradan δ<−− cxc )(  olur. Bu ise İçPxc ∈− )(  olduğunu verir. 

 

3.2. Lemma  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay P , normal sabit K  ile normal konik ve { }nx , X  

içinde bir dizi olsun. Bu durumda { }nx  dizisinin X  içinde yakınsak olması için 

gerek ve yeter şart ∞→n  iken ( , )nd x x θ→  olmasıdır [25]. 

 

İspat 

 

(⇒ ) xxn →  olsun. 0>∀ε  için Ec ∈  olacak şekilde bir cθ <<  ve ε<cK   

seçebiliriz. Bu durumda en az bir N ∈¥  vardır ki öyle ki her Nn >  için  

cxxd n <<),(  dır. Böylece, Nn >  iken 

 

ε<≤ cKxxd n ),(  
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olur. Bu ise ∞→n  iken ( , )nd x x θ→  olduğunu verir. 

 

( ⇐ ) ∞→n  iken ( , )nd x x θ→  olsun. cθ <<  olacak şekildeki Ec ∈  için en az bir 

0>δ  vardır öyle ki δ<x  iken İçPxc ∈− )(  dir. Bu δ  için en az bir N ∈¥  

vardır öyle ki her n∈¥  için δ<),( xxd n  olur. Böylece İçPxxdc n ∈− )),((  olur. 

Bu da cxxd n <<),(  olduğunu verir. Bu nedenle { }nx  dizisi x  noktasına yakınsar. 

 

3.3. Lemma 

  

( )dX ,  bir konik metrik uzay, P  normal sabit K  ile bir  normal konik ve { }nx , X  

içinde bir dizi olsun. { }nx  ve { }ny , X  içinde iki dizisi ve ∞→n  iken xxn →  ve 

yyn →  olsun. ∞→n  iken ),(),( yxdyxd nn →  olur [25]. 

 

İspat  

 

0>∀ε  için cθ <<  ve 
24 +

<
k

c ε  olacak şekilde bir Ec ∈  seçelim. xxn →  ve 

yyn →  olduğundan N∃ ∈¥ ∋ Nn >∀  için cxxd n <<),(  ve cxyd n <<),(  olur. 

 

cyxdyydyxdxxdyxd nnnn 2),(),(),(),(),( +≤++≤ ,            (3.1) 

cyxdyydyxdxxdyxd nnnnnn 2),(),(),(),(),( +≤++≤ ,            (3.2) 

 

olur. Böylece, Eş. 3.1’den, 

 

( , ) 2 ( , )n nd x y c d x yθ ≤ + −  

 

ve Eş. 3.2’den, 
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( , ) 2 2 ( , ) 4n n n nd x y c c d x y cθ ≤ + + − =  

 

 elde edilir. Ohalde 

 

( , ) 2 ( , ) 4n nd x y c d x y cθ ≤ + − ≤  

 

ve  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 2 ( , ) 2 ( , ) 2n n n n n nd x y d x y d x y d x y c c d x y c d x y c− = − + − ≤ + − +  

4 2 (4 2)K c c K c ε≤ + = + < . 

 

O halde  n → ∞  için ( , ) ( , )n nd x y d x y→  olur. 

 

3.4. Lemma 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, P  normal K  sabiti ile normal konik ve { }nx , X  

içinde bir dizi olsun. { }nx  dizisinin X  içinde Cauchy dizisi olması için gerek ve 

yeter koşul ∞→mn,  iken ( , )n md x x θ→  olmasıdır [25]. 

 

İspat  

 

( ⇒ ) { }nx  bir Cauchy dizisi  olsun. 

0>∀ε  için cθ <<  ve ε<cK  olacak şekilde bir Ec ∈  seçelim. N∃ ∈¥  

∋ Nmn >∀ ,   için cxxd mn <<),(  olur. Buradan, 

 

ε<≤ cKxxd mn ),(  

 

elde edilir. O halde  ∞→mn,  iken ( , )n md x x θ→ . 
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( ⇐ ) ( , )n md x x θ→ ,  ∞→mn,   olsun. 

cθ <<  olacak şekilde Ec ∈  seçelim. 0>∃δ  ∋  δ<x  iken Lemma 3.1 den 

İçPxc ∈− )(  dir. Buradan  N∃ ∈¥  ∋  Nmn >∀ ,   için  δ<),( mn xxd  dır. O zaman, 

İçPxxdc mn ∈− )),((  dir. Bu ise ( , )n md x x c<<  olur.  Bu nedenle { }nx  bir Cauchy 

dizidir. 

 

3.5. Lemma  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, K  normal sabiti ile P  bir normal konik, { }nx  ve 

{ }ny , X  içinde iki dizi ve ∞→n  için xxn → , yyn →  olsun. Eğer her n  için  

nn yx ≤  ise yx ≤  olur. 

 

İspat 

 

nn yx ≤  olsun. nn yx ≤  ise Pxy nn ∈− )(  olur. xxn → , yyn →  olduğundan, 

)()( xyxy nn −→−  olur. P  kapalı olduğundan Pxy ∈− )(  dir. Bu ise yx ≤  

olduğunu verir. 

 

3.6. Lemma 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, K  normal sabiti ile P  bir normal konik, { }nx , X  

içinde bir dizi olsun. { }nx x→  ve { }nx y→  ise yx = dir. Yani { }nx  dizisinin limiti 

tektir [25]. 

 

İspat 

 

cθ <<   olacak şekilde herhangi bir Ec ∈  olsun. { }nx  yakınsak olduğundan N∃ ∈¥  

∋  Nn >∀   için   cxxd n <<),(  ve cyxd n <<),(  olur.  
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cyxdxxdyxd nn 2),(),(),( ≤+≤   olur. Böylece 02),( →≤ cKyxd  olur. O halde  

( , )d x y θ=  olur. Böylece x y=  olur. 

 

3.7. Lemma 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, { }nx , X  içinde bir dizi olsun. { }nx , X  içinde x   

noktasına  yakınsıyorsa { }nx , X  içinde bir Cauchy dizidir [25]. 

 

İspat 

 

cθ <<  olacak şekilde herhangi bir Ec ∈  olsun. N∃ ∈¥  ∋  Nmn >∀ ,  için 

2
),( cxxd n <<  ve 

2
),( cxxd m <<  olur. cccxxdxxdxxd mnmn =+=+≤

22
),(),(),(  

olur.  O halde { }nx  bir Cauchy dizidir. 

 

3.8. Lemma 

  

( )dX ,  bir konik metrik uzay olsun. Her 1c θ>>  ve 2c θ>> , Ecc ∈21,  için Ec ∈∃  

ve  cθ <<   ∋  1cc <<  ve 2cc << . 

 

İspat 

 

2c θ>>  olsun. Lemma 3.1’ den 0>δ  bulabiliriz öyle ki δ<x  iken 2cx <<  olur.  

10

1
cn
δ

<  olacak şekilde bir 0n ∈¥  sayısı seçelim. 
0

1

n
cc =  olsun. Bu durumda 

δ<==
0

1

0

1

n
c

n
cc  olur ve böylece, 2cc <<  dir. Fakat aynı zamanda açıktır ki 
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cθ <<  ve 
0

1

n
cc =  olduğundan 1cc <<  ve 1c c≠  dır ve böylece, 1cc <<  demektir. O 

halde 1cc <<  ve  2cc << . 

 

3.9. Lemma  

 

1K <  normal sabiti ile bir normal konik yoktur [39]. 

 

İspat 

 

( ),X d  bir konik metrik uzay ve P  ise 1K <  normal sabiti ile normal konik olsun.  

1K ε< −  olacak şekilde x P∈  , 0 1ε< <  bir elemanını seçelim. O zaman, 

( )1 x xε− ≤  olur. Fakat ( )1 x K xε− >  olur. Bu bir çelişkidir. 

 

3.10.  Lemma  

 

Her düzgün konik bir normal koniktir [39]. 

 

İspat 

 

P  bir düzgün konik olsun fakat normal  konik olmasın.  Her 1n ≥  için ,n nt s P∈  

seçelim öyle ki n nt s P− ∈  ve 2
n nn t s<  olsun. Her 1n ≥ , n

n
n

ty
t

=  ve n
n

n

sx
t

=  

olsun. O zaman her 1n ≥  için n ny x P− ∈ , 1ny =  ve 2
nn x<  olur. 2

1

1
nn

n
y

∞

=
∑  

serisi yakınsak ve P  kapalı olduğundan 2
1

1
nn

n
y y

∞

=

=∑  olacak şekilde bir y P∈  vardır. 

Şimdi 2 2 2
1 1 1

1 1 2 1 2 32 2 3
0 ...x x x x x x y≤ ≤ + ≤ + + ≤ ≤  alalım. Dolayısıyla, 2

1

1
nn

n
x

∞

=
∑  
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yakınsaktır çünkü P  düzgündür. Sonuç olarak, 2lim 0n

n

x
n→∞

= . Bu bir çelişkidir. İspat 

tamamlanır. 

 

Şimdi Lemma 3.9 kullanılarak yazarlar 1K =  normal sabiti ile normal koniğin 

bulunabileceğini ve aynı zamanda Lemma 3.10 nın tersinin doğru olmadığına dair 

aşağıdaki örneği vermişlertir [39]. 

 

3.4. Örnek  

 

[ ]( )0,1E C= ¡  supremum normu ve { }:P f E f θ= ∈ ≥  olsun. P , 1K =  normal 

sabiti ile bir koniktir. Şimdi elemanları E  de olan azalan ve alttan sınırlı fakat E  de  

yakınsak olmayan 2 3 ...x x x θ≥ ≥ ≥ ≥  dizisini ele alalım. O zaman, Lemma 3.10 

nun tersi doğru değildir [39]. 

 

3.1. Teorem  

 

Her ( )dX ,   konik metrik uzay bir topolojik uzaydır. 

 

İspat 

 

cθ << , Ec ∈  için { }cyxdXycxB <<∈= ),(:),(   ve { }( , ) : ,B x c x X cβ θ= ∈ >>  

olsun. { }: içinc U X x U B x B Uτ β= ⊂ ∀ ∈ ∃ ∈ ∋ ∈ ⊂  ailesi X  üzerinde bir 

topolojidir. Gerçekten, 

)1τ , cXφ τ∈  

)2τ  , cU V τ∈  olsun. UxVUx ∈⇒∈ I  ve Vx ∈ . 1c θ>> , 2c θ>>  bulabiliriz 

öyle ki UcxBx ⊂∈ ),( 1  ve VcxBx ⊂∈ ),( 2  dır. Lemma’ 3.8 den cθ <<  bulabiliriz 

öyle ki 1cc <<  ve 2cc << . O halde, 
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VUcxBcxBcxBx II ⊂⊂∈ ),(),(),( 21  

 

o halde cVU τ∈I . 

)3τ  ∆∈∀α  için  cU τα ∈ olsun. αα Ux ∆∈∈ U  olsun. Bu durumda  ∆∈∃ 0α  ∋  

αUx ∈  dır. ( , )x B x c U Uα α α∈∆∈ ⊂ ⊂ U  olacak şekilde bir cθ <<  bulabiliriz. O 

halde cU ταα ∈∆∈U . 

 

3.7. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, cθ <<  ve Ec ∈  olsun. Eğer  her bir Ap ∈  için 

cepd i <<),(
0

 olacak  şekilde Nei ∈
0

 varsa X  kümesinin { }neeeN ,...,, 21=  sonlu 

alt kümesine  bir −c  ağı denir. 

 

3.8. Tanım 

  

( )dX ,  bir konik metrik uzay olsun. Eğer her bir ,c c Eθ>> ∈ , cN i <<)(δ  iken 

ni ,...,3,2,1=  için i

n

i
NA

1=
⊂ U  sağlayan iN  kümelerinin birleşimi A  ise A ya X de   

tamamen sınırlı küme denir. 

 

3.9. Tanım  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay, XA ⊂  ve ni ,...,3,2,1=  için { } cIiiGL τ⊂= ∈  olsun.  

A  nın her B  alt kümesi için cB <)(δ  iken 
0i

GB ⊂  olacak şekilde bir LGi ∈
0

 varsa 

Ec ∈ , cθ <<  elemanına bir L örtüsü için  bir Lebesgue elemanı denir. 
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3.10. Tanım  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XA ⊂  olsun. cτ  kümesinin A  alt kümesinin her 

örtüsünün sonlu bir örtüsü varsa, A ya ( )dX ,  nin bir kompakt alt kümesi denir. 

 

3.11. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XA ⊂ olsun. Eğer A  daki her { }nx   dizisinin A  da 

yakınsak olan bir { }
inx  alt dizisi varsa A  ya dizisel kompakt konik metrik uzay denir 

[25]. 

 

3.12. Tanım  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve Xx ∈  olsun. Tx ’i içeren her cV τ∈  için VUT ⊂)(  

olacak şekilde x  noktasını içeren cU τ∈  varsa T  dönüşümüne x  noktasında 

süreklidir denir. T  dönüşümü her Xx ∈  noktasında sürekli ise X  üzerinde  

süreklidir denir. 

 

3.13. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XXT →:  olsun. Xxn ∈  için xxn →  iken  

TxTxn →  ise T  dönüşümüne  dizisel süreklidir denir. 

 

3.1. Önerme   

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay olsun. cθ <<  olacak şekilde bir Ec ∈  için 

 

{ }cyxdXycxB ≤∈= ),(:),(  

 

 kümesi dizisel kapalıdır. 
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İspat 

 

),( cxByn ∈  bir dizi ve yyn →  olsun. Bu durumda cxyd n ≤),(  ve ( , )nd y x θ→ , 

∞→n . O halde, ),( cxBy ∈  olması için gerek ve yeter şart cyxd ≤),(  olması için 

gerek ve yeter şart Pyxdc ∈− )),(( . Lemma 3.3’ den ),(),( yxdxyd n → . P  kapalı 

olduğundan Pyxdcxydc nn
∈−=−

∞→
)),(()),((lim . 

 

3.2. Önerme 

 

K  normal sabiti ile P  kuvvetli minihedral konik ve EA ⊂  olsun. A nın sınırlı 

olması için  gerek ve yeter koşul 
,

'( ) sup ( , )
x y A

A d x yδ
∈

= < ∞  olmasıdır. 

 

İspat  

 

( ⇒ ) A  sınırlı olsun. Bu durumda Ayx ∈∀ ,  için Ec ∈∃  ve cθ <<  öyle ki 

cyxd ≤),( dır. Bu durumda her Ayx ∈,  için ( , )d x y K c≤ < ∞  dır. Böylece 

,
sup ( , )
x y A

d x y
∈

< ∞  olur. 

 

( ⇐ ) 
,

'( ) sup ( , )
x y A

A d x y Mδ
∈

= = < ∞  olsun. Sabit 1c θ>>  alalım. Lemma 3.1’ den 

en az bir 0δ >  var öyle ki δ<z  ise her Ayx ∈,  için zc >>1  olur. 

,
( , )

2 ( , )x y
d x yc
d x y

δ
=  olsun. Bu durumda δ

δ
<=

2, yxc  olur. Böylece 

1
( , )

2 ( , )
d x yc
d x y

δ
>>  ve böylece 1

( , )( )
2 ( , )

d x yc İçP
d x y

δ
− ∈  olur. 

2 ( , )d x y
δ

  ile 

çarparak  

 

1

( , )
(2 ( , ))

d x y
c d x y İçP

δ
− ∈  
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olur. O halde, 

 

1 1

2 ( , ) 2( , )
d x y Md x y c c c İçP

δ δ
<< ≤ = ∈  

 

dir. Buradan cyxd ≤),(  olur. P  kuvvetli minihedral olduğundan A  sınırlıdır. 

 

3.3. Önerme  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XA ⊂  olsun. A nın  tamamen sınırlı olması  için  

gerek ve yeter koşul her ,c c Eθ>> ∈  için A  nın bir −c ağı olmasıdır. 

 

İspat 

 

A  tamamen sınırlı ve ,c c Eθ>> ∈  olsun. nNNN ,...,, 21  bulabiliriz öyle ki 

ni ,...,3,2,1=  için, cN i <<)(δ  iken 

 

i

n

i
NA

1=
⊂ U  

 

dir. ni ,...,3,2,1=  için herbir iN  den ie  seçebiliriz. { }neeeN ,...,, 21=  olsun. N nin  

A nın bir −c ağı olduğunu gösterelim. Ap ∈  olsun. Bu durumda 
0i

Np ∈  olacak 

şekilde ni ,...,3,2,10 =  için en az bir 
0i

e  vardır. p  ve 
00 ii Ne ∈  ve cN i <<)(δ  

olduğundan cepd i <<),(
0

. 

 

Tersine olarak, ,c c Eθ>> ∈  olsun. Her Ap ∈  için Nei ∈
0

 ve cepd i <<),(
0

 

olacak şekilde X in sonlu bir { }neeeN ,...,, 21=  alt kümesini bulabiliriz. 

ni ,...,3,2,1=  için { }cexdXxceBN iii <<∈== ),(:),(  olsun. Bu durumda açıkça 

ni ,...,3,2,1=   için i

n

i
NA

1=
⊂ U   ve cN i <<)(δ  olur. 
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3.4. Önerme 

  

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XA ⊂  olsun. A  dizisel kompakt ise A  tamamen 

sınırlıdır. 

 

İspat  

 

En az bir ,c c Eθ>> ∈  için A  kümesi bir −c ağına sahip olmasın. Böylece, bir 

Ax ∈1  için en az bir Ax ∈2  var öyle ki 1 2( ( , ))c d x x İçP− ∉  olur. Bu durumda 

{ }21 , xx , A  için −c ağı olmaz. O halde en az bir Ax ∈3  var öyle ki 

1 2( ( , ))c d x x İçP− ∉  ve 3 2( ( , ))c d x x İçP− ∉  olur. Aynı şekilde devam edersek bir 

Axn ∈  dizisi elde ederiz öyle ki ,n m∀ ∈¥  için ( ( , ))n mc d x x İçP− ∉ . O halde { }nx  

in her alt dizisi Cauchy dizisi olmaz ve { }nx  yakınsak bir diziye sahip değildir. O 

halde A  dizisel kompakt değildir. 

 

3.5. Önerme 

 

A  bir konik metrik uzayın  dizisel kompakt alt uzayı olsun. Bu durumda A  için cτ  

nin her { } IiiGL ∈=  örtüsünün elemanları bir Lebesgue elemanına sahiptir. 

 

İspat  

 

{ } IiiGL ∈= , A  nın Lebesgue elemanını içermeyen örtüsü olsun. O zaman her LGi ∈  

için sabit ,c c Eθ>> ∈  ve her n∈¥  için ABn ⊂  ile 
n
cBn <)(δ  ve in GB ⊄  elde 

edilir. A  dizisel kompakt olduğu için Abn ∈  dizisi Apb
kn ∈→  olan alt dizisine 

sahiptir.  Fakat i
Ii
GA

∈
= U  dir  ve dolayısıyla 

0i
Gp ∈ olacak şekilde bir Ii ∈0  vardır.  

0
),( 1 iGcpBp ⊂∈  olacak şekilde bir 1 1,c c Eθ>> ∈  buluruz. pb

kn →  ve  
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İçPcc ∈,1   olduğundan 
0ni ∈¥  öyle ki 

2
),( 1

0

cbpd
ni

<<   ve 1
0

2 c
i

c
n

<<  olacak şekilde 

bir 
0ni ∈¥  vardır. Eğer 

0ni
Bx ∈  ise  o zaman, 

  

1
111

222
),(),(),(

0
00

cccc
i
cpbdbxdpxd
n

ii nn
=+<<+<<+≤ . 

 

0i
x G∈  ve 

0n iB G⊂  olur. Bu ise in GB ⊄  olmasıyla çelişir. O halde { } IiiGL ∈= , A  

nın Lebesgue elemanını içeren örtüsü olmak zorundadır. 

 

3.6. Önerme  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve XA ⊂  olsun. Her dizisel kompakt konik metrik 

uzay  kompakttır. 

 

İspat  

 

{ } IiiGL ∈= , A  nın bir açık örtüsü olsun. A  dizisel kompakt olduğundan en az  bir 

,c c Eθ>> ∈  vardır öyle ki cB <)(δ  olacak şekildeki her AB ⊂  için en az bir 

Ii ∈0  öyleki 
0i

GB ⊂ . A  tamamen sınırlı olduğundan i

n

i
NA

1=
⊂ U  ve cN i <<)(δ . 

Her ni ,...,3,2,1=  için ii GN ⊂  olacak şekilde LGGG n ∈,...,, 21  vardır. O halde, 

 

i

n

i
i

n

i
GNA

11 ==
⊂⊂ UU   

 

dır ve böylece, A  kompakttır. 
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3.7. Önerme 

 

Her  ( )dX ,  konik metrik uzayı  birinci sayılabilirdir. 

 

İspat  

 

Xp ∈  ve ,c c Eθ>> ∈  olsun. ( , ) :p
cB p n
n

β  = ∈ 
 

¥  kümesinin p  noktasının 

yerel tabanı  olduğunu gösterelim. Up ∈   ve U  açık olsun. 1c θ>>  bulabiliriz öyle 

ki UcpBp ⊂∈ ),( 1 . Lemma 3.8’ den bir 0n  bulabiliriz öyle ki 1
0

c
n
c

<<  dır. O 

halde UcpB
n
cpB ⊂⊂ ),(),( 1
0

.  

 

3.8. Önerme  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve ),(),(: dXdXT →  bir dönüşüm olsun. T  nin 

sürekli olması için gerek ve yeter koşul T nin dizisel sürekli olmasıdır. 

 

İspat  

 

xxn →  ve cθ <<  olsun. T , x  de sürekli olduğundan 1c θ>>  bulabiliriz öyle ki 

),()),(( 1 cTxBcxBT ⊂ . xxn →  olduğundan en az bir 0n ∈ ¥  bulabiliriz öyleki 

0nn ≥∀  için  1),( cxxd n << . O halde, 0nn ≥∀  için cTxTxd n <<),( . ( )dX ,  birinci 

sayılabilir topolojik uzay olduğundan tersi doğrudur. 

 

3.9. Önerme  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve ),(),(: dXdXT →  dizisel sürekli bir dönüşüm 

olsun. XA ⊂∀   için TAAT ⊂ . 
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İspat  

 

Önerme 3.8’ den dizisel sürekli bir dönüşüm  süreklidir. Her  XA ⊂  için TATA ⊂  

dır. Dolayısıyla )()( 11 TATTATA −− ⊂⊂  dır. TA  kapalı ve T  sürekli olduğundan 

)(1 TAT −  dır ve X  de kapalı ve A  kümesini kapsıyor. Halbuki A yı kapsayan en dar 

küme A  dır. )(1 TATAA −⊂⊂  olur. O halde TAAT ⊂  olur. 

 

3.11. Lemma  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve ),( dXA ⊂  dizisel kompakt olsun. Bu durumda en 

az bir Ayx ∈00 ,  var öyle ki { } ),(,:),(sup)( 00 yxdAyxyxdA =∈=δ . 

 

İspat  

 

Sabit bir ,c c Eθ>> ∈  için )()( A
n
cA δδ <−  vardır. Supremum tanımından her 

n ∈ ¥ , Ayx nn ∈,  bulabiliriz öyle ki )(),()( Ayxd
n
cA nn δδ ≤<−  dır. A  dizisel 

kompakt olduğu için Axxn ∈→ 0  ve Ayyn ∈→ 0  vardır. Lemma 3.5’ den, 

 

)(),(lim))((lim Ayxd
n
cA nnnn

δδ ≤<−
∞→∞→

 

 

o halde )(),(lim)( AyxdA nnn
δδ ≤<

∞→
 olur. Bu durumda PyxdA nnn

∈−
∞→

)),(lim)((δ  

ve PAyxd nnn
∈−

∞→
))(),(lim( δ  olur. )3(P ’ den ),(),(lim)( 00 yxdyxdA nnn

==
∞→

δ  olur. 

 

3.2. Konik Metrik Uzayda Baire Kategori Teoremi 

 

Bu kısımda  konik metrik uzaylarda Baire kategori teoremini ispatlamak için bazı 

temel tanım ve lemmalara yer verilecektir. 
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3.14. Tanım 

 

( )dX ,  bir konik metrik uzayının boştan farklı iki alt kümesi A  ve B  olsun. A  ile 

B  arasındaki uzaklık ( )BAd ,  ile gösterilir ve ( ) ( ){ }ByAxyxdBAd ∈∈= ,:,inf,  ile 

tanımlanır.  Eğer { }aA =  ise o zaman ( )BAd ,  yerine ( )Bad ,  kullanılır. 

 

3.5. Örnek  

 
2E = ¡ , ( ){ }, : , 0P x y E x y= ∈ ≥ , 2 2:d E× →¡ ¡  

 

( ) ( )( ) ( )22112121 ,,,, yxyxyyxxd −−=  

olsun. 

 

( ){ }2, : 0 1, 0 1A x y x y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤¡  

 

( ){ }2, : 2 3, 0 1B x y x y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤¡  

 

( ){ }0,0=C , 














=

2
1,

2
1D  

 

olsun. Bu durumda ( )0,1),( =BAd ,  ( )0,0),( =CAd ,  ( )0,2),( =BCd . 

 

3.6. Örnek  

 
2E = ¡ , ( ){ }0,:, ≥∈= yxEyxP , 2 2:d E× →¡ ¡  

 

( ) ( )( ) ( )22112121 ,,,, yxyxyyxxd −−=  

 

 olmak üzere 
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( ){ }2, : 0 1, 2 3A x y x y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤¡  

 

( ){ }2, : 3 4, 0 3B x y x y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤¡  

 

olsun. Bu durumda, 

 

( ) ( )1,2, =BAd . 

 

3.12. Lemma  

 

Pcc ∈21,  olsun.  Her cθ <<  için ccc +< 21   ise 21 cc ≤  dir. 

 

İspat 

 

Her cθ <<  için ccc +< 21  olsun. cθ <<  ise n∀ ∈¥  için c
n

θ>>  dir. 1 2c c c< +  

olduğundan n∀ ∈¥  için 1 2
cc c
n

< +  olur. 2 1( )cc c
n

θ+ − ≥  olduğundan n∀ ∈¥  için,  

Pc
n
cc ∈−+ )( 12 , olur. ∞→n  için, 

 

2 1 2 1( ) 0
cc cc c c c

n n n
+ − − − = = →  

 

olur. O halde, Pccc
n
cc ∈−→−+ )()( 1212 . P  kapalı olduğundan Pcc ∈− )( 12 . O 

halde 21 cc ≤ . 
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3.2. Teorem  

 

K  normal sabit ile ( )dX ,  bir konik metrik uzay ve ,A X in boştan farklı alt kümesi 

olsun. Ax ∈   olması için gerek ve yeter koşul ( , )d x A θ=  olmasıdır. 

 

İspat 

 

 Ax ∈  olsun. cθ <<  ve her n ∈ ¥  için φ≠





 A

n
cxB I, . O zaman her n ∈ ¥  için 

en az bir Aan ∈  var öyle ki ( ) ( ), , n
cd x A d x a
n

θ ≤ ≤ < .  Her n ∈ ¥  için  

 

( ),
c

d x A K
n

≤ . 

 

O halde ( , )d x A θ= . 

 

Tersine cU τ∈  ve Ux ∈  olsun. U , konik metrik uzayda açık bir küme olduğundan 

( ) UcxB ⊂,  olacak şekilde bir cθ <<  vardır. ( ),d x A cθ = <  olduğundan 

( ) caxd <,  olacak şekilde bir Aa ∈  vardır. O halde  ( )( ) UAcxBAa II ⊂∈ , . 

 

3.2. Not  

 

Teorem 3.2 de ( )dXA ,⊂  kapalı bir alt küme ve Ax ∉  ise ( ),d x A θ>  olur. 

 

3.3. Teorem  

 

Her ( )dX ,  konik metrik uzayı bir −4T uzaydır. 

 

 



 33 

İspat  

 

İlk olarak ( )dX ,  konik metrik uzayının Hausdorff uzay olduğunu gösterelim. 

Böylece, −1T uzay olur. Xyx ∈,  için, yx ≠  iki nokta olsun. Bu durumda 

( , )d x y c θ= > .  O halde 

 

=)
2

,()
2

,( cyBcxB I φ . 

 

O zaman ( )dX ,  Hausdorff uzaydır. Şimdi normal uzay olduğunu göstereceğiz. 

, ,A B X⊂  ,A B  kapalı ve φ=BA I  olsun. 

 

{ }),(),(: BxdAxdXxU <∈=  

{ }),(),(: BxdAxdXxV >∈=  

 

olsun. V  ve U  nun tanımından φ=VU I . Eğer Aa ∈  ise ( , )d a A θ=  ve Ba ∉  ise 

B  kapalı olduğundan ( , )d a B θ> . Teorem 3.2’den ( , ) ( , )d a A d a Bθ = < . O halde 

Ua ∈  ve UA ⊂  olur. Eğer Bb ∈  ise ( , )d b B θ=  ve Ab ∉  ise A  kapalı 

olduğundan ( , )d b A θ>  olur. Teorem 3.2’den ( , ) ( , )d b B d b Aθ = <  ve Vb ∈  olur ve 

böylece VB ⊂  dır. Şimdi U  ve V  nin açık kümeler olduğunu gösterirsek ispat 

biter. U nun açık bir küme olduğunu gösterelim. Ux ∈0  ise 

2001 ),(),( cBxdAxdc =<=  olur. O halde 2 1( )c c θ− >  dır. yani 1 2c c≠  ve 

2 1( )c c P− ∈  dir. )(
2
1

12 ccc −=  tanımlayalım ve )
2

,( 0
cxB  açık yuvarını düşünelim. 

)
2

,( 0
cxBx ∈  

olsun. Her s θ>>  için ),( 0 Axd  nın tanımından en az bir Aa ∈  öyle ki 

scaxd +< 10 ),(  dır. Böylece 
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sccsccaxdxxdaxdAxd ++=++<+≤≤ )
2

(
2

),(),(),(),( 1100  

 

Lemma 3.12’ den )3(
4
1

2
),( 121 ccccAxd +=+≤  olduğu görülür. Aynı zamanda her 

Bb ∈  için ),(),(),( 00 xxdxbdxbd +≤  olur. ),(),( 00 Bxdxbd ≥  ve 
2

),( 0
cxxd <  

olduğundan 20 ),(
2

),( cBxdcxbd =>+  yazabiliriz. Böylece, 

 

)3(
4
1

2
),( 122 ccccxbd +=−> .  

 

1212 33 cccc +<+  olduğundan ),(),( BxdAxd <  olur. Bu durumda Ux ∈  ve U  

açık bir kümedir. 

 

V nin açık bir küme olduğunu gösterelim. Vx ∈0  ise 2001 ),(),( cBxdAxdc =>=  

olur. O zaman 1 2( )c c θ− > . Yani 1 2( )c c P− ∈ , 21 cc ≠ . )(
2
1

21 ccc −=   tanımlayalım 

ve )
2

,( 0
cxB  açık yuvarını düşünelim. )

2
,( 0
cxBx ∈  olsun. Her s θ>>  için ),( 0 Bxd  

nın tanımından en az bir Bb ∈  var öyle ki scbxd +< 20 ),(  dir. Böylece 

 

sccsccbxdxxdbxdBxd ++=++<+≤≤ )
2

(
2

),(),(),(),( 2200 . 

 

Lemma 3.12’den )3(
4
1)(

4
1

2
),( 212212 cccccccBxd +=+−=+≤  olduğu görülür. 

Aynı zamanda her Aa ∈  için ),(),(),( 00 xxdxadxad +≤  olur. ),(),( 00 Axdxad ≥  

ve  
2

),( 0
cxxd <  olduğundan 10 ),(

2
),( cAxdcxad =>+  yazabiliriz.  Böylece 
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)3(
4
1))(

2
1(

2
1

2
),( 212111 cccccccxad +=−−=−> . 

 

2121 33 cccc +<+  olduğundan ),(),( BxdAxd >  olur. Bu durumda Vx ∈  ve V  açık 

bir kümedir. 

 

3.15. Tanım 

 

),( cX τ   topolojik uzayının bir alt kümesi M  olsun. 

(i) Eğer φ=)(Mİç  ise M ye X de  hiçbir yerde yoğun değil denir. 

(ii) Eğer M  kümesi X de hiçbir yerde yoğun olmayan kümelerin sayılabilir bir 

birleşimi ise birinci kategoridendir (Meager) denir. 

(iii) Eğer X de M  birinci kategoriden değil ise M ye ikinci kategoriden (Meager 

değil) denir. 

 

3.13. Lemma  

 

( )dX ,  bir konik metrik uzay ve normal sabit K  ile P  bir normal konik olsun. Her 

n ∈ ¥  için nab ≤  ve aan →  olacak şekilde bir Ean ∈  varsa ab ≤  dır. 

 

İspat  

 

 Her n ∈ ¥  için nab ≤  olsun. Bu durumda ( )na b P− ∈  olur. aan →  olduğundan, 

lim( ) ( )nn
a b a b P

→∞
− = − ∈  olur. P  kapalı olduğundan ( )a b P− ∈  olur. O halde ab ≤  

dır. 

 

3.4. Teorem  ( Baire kategori teoremi) 

 

Her boştan farklı  tam konik metrik uzay ikinci kategoridendir. Yani kk MX ∞
== 1U , 

kM  kapalı ise  boş olmayan en az bir açık alt küme içerir. 
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İspat 

 

( )dX ,  bir tam konik metrik uzayı birinci kategoriden olsun. X de her biri yoğun 

olmayan kM  ile kk MX ∞
== 1U  dir. X de limiti x  olan bir Cauchy dizisini 

oluşturalım ve bu limit kM  da olmasın. Böylece bir çelişki elde edilecektir. 

Kabulümüzden 1M , X de yoğun değildir ve 1M  tanımdan boştan farklı açık bir 

küme içermez. Fakat X  içerir. Bu XM ≠1  demektir. O zaman, 1 1x X M∈ −  ve 

21
cc <  olacak şekilde 1 1 1( , )B B x c=  bir açık yuvar seçelim. Burada İçPc ∈  bir 

sabittir. Kabulümüzden 2M  X ’de yoğun değil ve 2M  tanımdan boştan farklı açık 

küme içermez. O zaman, )
2

,( 1
1

cxB  açık yuvarını da içermez. Bu da  

)
2

,( 1
12

cxBM
c
I  nin boştan farklı ve açık olmadığını gösterir. 

2
1

2
cc <  olmak üzere 

)
2

,(),( 1
12222

cxBMcxBB
c
I⊂=  olacak şekilde bir 2 2 2( , )B x c  açık yuvarını 

seçebiliriz. Tümevarım ile k kB M∩  olacak şekilde bir )
2

,( k
kk

cxBB = , kk
cc

2
<  açık 

yuvarlarının bir dizisini oluşturabiliriz. k
k

kk BcxBB ⊂⊂+ )
2

,(1 , ,...3,2,1=k  olan kB  

yuvar dizisi oluşturabiliriz. kk
cc

2
<  olduğu için yuvarların merkezlerinin kx  dizileri 

bir Cauchy dizisidir. X  tam olduğundan Xxxk ∈→ dir. Her m  ve mn >  için 

)
2

,( m
mn

cxBB ⊂  dır. Lemma 3.12 yardım ile eğer ∞→n  iken her m  için mBx ∈ . 

c
mm MB ⊂  olduğu için her m  için mMx ∉ , yani m

m
MXx

∞

=
=∉

1
U . Bu ise bir 

çelişkidir. O halde Xx ∈  dır. 
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3.3. Konik Normlu Uzaylar 

 

Bu kısımda konik normlu uzaylar ve konik Banach uzaylar tanımları verilecek ve bu 

uzaylar üzerinde bazı yeni tanımlar ve teoremler elde edilecektir. 

 

3.16. Tanım  

 

X  bir ¡  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve E  bir reel Banach uzay olsun.  

. :c X E→  dönüşümü her Xyx ∈,  ve her α ∈¡  için 

 

C1) cxθ < ; 

C2) cx xθ θ= ⇔ = ; 

C3) . c cx xα α= ; 

C4) 
ccc

yxyx +≤+ ; 

 

özelliklerini sağlıyorsa . c  ifadesine X  üzerinde konik norm ( ), . cX  ikilisine bir 

konik normlu uzay denir. 

 

3.10. Önerme  

 

Her konik normlu uzay konik metrik uzaydır. Üstelik, EXXd →×:  

( , ) cd x y x y= −  şeklinde tanımlanır. 

 

İspat  

 

Her Xzyx ∈,,  için, 

d1) ( , ) cd x y x y x y x yθ θ θ= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = .  

d2) 
cc

xyyxyxd )(),( −−=−=  olur.  (C3) den ),( xydxy
c

=− . 



 38 

d3)  
cc

yzzxyxyxd −+−=−=),(  olur.  (C4) ’ den  

),(),( yzdzxdyzzxyzzx
ccc

+=−+−≤−+− . 

 

3.3. Not  

 

Konik normlu uzayda yakınsaklık normdan indirgenmiş konik metrik ile tanımlanır. 

Örneğin her cθ <<  için 0n  vardır öyle ki her 0nn >  için cxxxxd
cnn <<−=),(   

ise Xxn ∈  dizisi Xx ∈ e yakınsak denir. Dolayısıyla [25] ten xxn →  ancak ve 

ancak ∞→n  için ( , ) 0n n cd x x x x= − → . 

 

3.17. Tanım  

 

).,(
c

X  konik normlu uzay ve Xxn ∈  olsun.  Her cθ <<  için en az bir 0n  var öyle 

ki her 0, nmn >  için 

 

cxxxxd
cmnmn <<−=),(  

 

ise { }nx  dizisine X  içinde bir Cauchy dizisi denir. Denk olarak 

 

, ,
lim ( , ) lim 0n m n m cm n n m

d x x x x
→∞ →∞

= − = . 

 

3.18. Tanım  

 

).,(
c

X  konik normlu uzay olsun. X  içinde her Cauchy dizisi X de bir noktaya  

yakınsak ise ).,(
c

X  konik normlu uzayına  konik Banach  uzayı denir. 
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3.7. Örnek  

 

 ( )
c

E ., , 2E = ¡ , ( ){ }, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥  olsun. , 0α β >  olmak üzere 

( ) ( ), ,
c

x y x yα β=  ile tanımlı 
c

.  fonksiyonu ( )
c

E .,  bir konik normlu uzay 

ve  konik Banach uzaydır. 

 

Gerçekten, 

 

C1) ( ),
c

x y θ>  olur. ( ) ( ) ( ), , 0,0 0
c

x y x y xθ α β α= ⇔ = ⇔ =  ve  

( ) ( )0 0, 0 , 0,0y x y x yβ = ⇔ = = ⇔ = . 

C2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
c c c

x y x y x y x y x yλ λ λ λα λβ λ α β λ= = = = . 

C3) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,cc
x y z w x z y w x z y w x z y wα β α α β β+ = + + = + + ≤ + +  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
c c

x y z w x y z wα β α β= + = + .  

 

O halde 
c

.  bir konik normlu uzaydır. 

 

Şimdi konik Banach uzay olduğunu gösterelim. 

 

( ) 2,n n nz x y= ∈¡  bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda 

  

( )
, , ,
lim lim , lim ,n m n m n m n m n mc cm n m n m n

z z x x y y x x y yα β
→∞ →∞ →∞

− = − − = − −  

 

0lim 2222

,
=−+−=

∞→ mnmnnm
yyxx βα . 
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O halde ∞→nm,  için 0, 0n m n mx x y y− → − → . ¡  cisminde { } { },n nx y  Cauchy 

dizileridir. ¡  tam olduğundan 0nx x− →  ve 0ny y− →  olacak şekilde ,x y ∈¡  

sayıları vardır. Konik normlu uzayda zzn →  olduğunu gösterelim.  

 

 ( )lim lim , lim ,n n n n nc cn n n
z z x x y y x x y yα β

→∞ →∞ →∞
− = − − = − −           

                         0lim
2222 =−+−=

∞→
yyxx nnn

βα . 

 

O halde ( )
c

E .,  tamdır. 

 

3.11. Önerme  

 

Her konik normlu uzay topolojik uzaydır. 

 

İspat  

 

Teorem 3.1’den her konik metrik uzay topolojik uzay ve her konik normlu uzay 

konik metrik uzaydır. 
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4. SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

 

4.1. Konik Metrik Uzaylarda Çapsal Büzülebilir ve Sabit Nokta Teoremleri 

 

Metrik uzaylarda çapsal büzülebilir dönüşümü ilk olarak Xu. H. K, tarafından 

verilmiştir. Yazar bu çalışmasında metrik uzaylarda bazı sabit nokta teoremleri 

vermiştir [49]. 

 

Bu kısımda konik metrik uzaylarda çapsal büzülebilir dönüşümü tanımlayarak bazı 

sabit nokta teoremleri ispatı verilecektir. 

 

4.1. Tanım  

 

),( dX  bir tam konik metrik uzay, XXT →:  bir dönüşüm ve [ )1,0∈α  olsun. 

Xyx ∈∀ ,  için 

 

),(),( yxdTyTxd <  

 

ise T  ye  büzülebilir dönüşüm ve 

 

( , ) ( , )d Tx Ty d x yα≤  

 

ise  T  ye  büzülme dönüşümü denir. 

 

4.2. Tanım  

 

),( dX  bir konik metrik uzay, 0≥L  ve XXT →:  bir dönüşüm olsun. Eğer 

Xyx ∈∀ ,  için 

 

( , ) ( , )d Tx Ty L d x y≤  
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koşulu sağlanıyorsa T  dönüşümüne Lipschitz dönüşümü denir ve L ye Lipschitz 

sabiti denir. 

 

4.3. Tanım 

  

),( dX  bir tam konik metrik uzay ve XXT →:  bir dönüşüm olsun. ( )Aθ δ<  

olacak şekilde X in her sınırlı, kapalı A  alt kümesi için 

 

)()( ATA δδ <  

 

oluyorsa, T  dönüşümüne çapsal büzülebilir dönüşüm denir. 

 

 ( { }( ) ( , ) : ,A sup d x y x y Aδ = ∈  sayısına A  nın çapı denir). 

 

4.1. Önerme  

 

),( dX  bir konik metrik uzay ve XXT →:  bir dönüşüm olsun. T çapsal büzülebilir 

dönüşüm  ise  büzülebilir dönüşümdür. 

 

İspat 

 

XXT →:  çapsal büzülebilir dönüşüm olsun. Xyx ∈∀ ,  ve yx ≠  için { }yxA ,=  

diyelim. A  kümesi X nın kapalı bir alt kümesi ve ( ) ( , )A d x yθ δ< <  olsun. O halde 

T  çapsal büzülebilir olduğundan )()( ATA δδ <  dır. { } { }TyTxyxTTA ,, ==  

olduğundan ),()(),()( yxdATyTxdTA =<= δδ  olur. Yani Xyx ∈∀ , , yx ≠  için 

),(),( yxdTyTxd <  olur. 
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4.1. Teorem  

 

( )dX ,  bir  tam konik metrik uzay, K  normal sabiti ile P  bir normal konik ve 

XXT →:  bir dönüşüm olsun. ),(),( yxkdTyTxd ≤  [ ), , 0,1x y X k∀ ∈ ∈  ise T  bir 

tek Xx ∈  sabit noktasına sahiptir. Üstelik herhangi bir Xx ∈  için { }xT n  iterasyon 

dizisi yakınsaktır [25]. 

 

4.2. Önerme  

 

( )dX ,  bir  tam konik metrik uzay, K  normal sabiti ile P  bir normal konik olsun. En 

az bir pozitif n  tam sayısı için XXT →:  P  dönüşümü ve [ )1,0∈k  olmak üzere 

her ,x y X∈  için 

 

),(),( yxkdyTxTd nn ≤  

 

koşulunu sağlıyorsa, T  bir tek sabit noktaya sahiptir [25]. 

 

4.2. Teorem  

 

( )dX ,  bir dizisel kompakt  konik metrik uzay, K  normal sabiti ile P  bir normal 

konik ve XXT →:  bir dönüşüm olsun. T  dönüşümü büzülebilme koşulunu 

sağlıyor (yani her , ,x y X x y∈ ≠  için ),(),( yxdTyTxd < ) ise T , X  içinde bir tek 

sabit noktaya sahiptir [25]. 

 

4.1. Not  

 

Rezapour ve Hamlbarani, Teorem 4.1, Teorem 4.2 ve Önerme 4.2 ifadelerinde P nin 

normal konik kavramını kaldırarak tekrar ispatlamışlardır [39]. 
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4.1. Örnek  

 
2 ,E = ¡  ( ){ }, : 0, 0P x y E x y= ∈ ≥ ≥ 2⊂ ¡  

 

{ } { }2 2( ,0) : 0 1 (0, ) : 0 1X x x x x= ∈ ≤ ≤ ∪ ∈ ≤ ≤¡ ¡  

 :d X X E× →  

 

),
3
4())0,(),0,(( yxyxyxd −−= , 

)
3
2,()),0(),,0(( yxyxyxd −−= ,

)
3
2,

3
4())0,(),,0(()),0(),0,(( yxyxxydyxd ++==  olur. Bu durumda ),( dX  bir tam 

konik metrik uzaydır. XXT →: , ),0())0,(( xxT = , )0,
2
1()),0(( xxT =  olur ve T  

büzülebilme koşulunu sağlar. Yani Xyyxx ∈∀ ),(),,( 2121  için  

 

)),(),,(()),(),,(( 21212121 yyxxkdyyTxxTd ≤  

 

olur. Burada  [ )1,0
4
3

∈=k  dir. T  bir tek X∈)0,0(  sabit noktasına sahiptir fakat T  

dönüşümü metrik uzayda büzülebilir değildir [25]. 

 

4.3. Teorem  

 

( )dX ,  bir dizisel kompakt  konik metrik uzay ve XXT →: çapsal büzülebilir 

dönüşüm ise T  bir sabit noktaya sahiptir. 
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İspat  

 

{ }= : , in boştan farklı dizisel kompakt alt kümesi, ve invaryant     F A X A X T⊂ −  

olsun. ATA ⊂  ise −T  invaryanttır. X  dizisel kompakt ve XTX ⊂  olduğundan 

≠F  φ  ve .Fx ∈  F  ailesi, FAA ∈21 ,  olmak üzere, 21 AA ≤  ancak ve ancak 

21 AA ⊂  ile kısmi sıralıdır. F  deki her S  zinciri sonlu arakesit özelliğine sahiptir.  

Dizisel kompaktlık, kompaktlığı gerektirdiğinden { }SAAB ∈= :I ≠ φ  kümesi F ye 

aittir. Dolayısıyla ≠B φ  dır. B  dizisel kompakt ve  

 

{ } { } { } BSAASATASAATTB =∈⊂∈⊂∈= ::: II . 

 

Açıkça ,B F  için  bir alt sınırdır. Zorn Lemmasından FA∈  minimal eleman olsun. 

TAA =0  olarak alalım. Kompakt kümenin sürekli görüntüsü kompakt olduğundan ve 

−T  invaryant olduğundan 00 ATATA =⊂  dır ve 0A  kompakttır. Yani FA∈  dır. A  

minimal olduğundan AA =0  olmak zorundadır. Dolayısıyla TAA =  dır. O halde 

)()( TAA δδ = dır. T  çapsal büzülebilir olduğundan ( )Aδ θ=  dır. Yani A  nın en az 

bir z  noktası vardır. ,A T  invaryant olduğundan zTz =  dır. 

 

Yukarıdaki Teorem 4.3 ispatı genelleştirilemez. Her bir { }xT n  yörüngesinin z  

noktasına yakınsak olup olmadığı bilinmiyor. Eğer çapsal büzülebilir dönüşüm daha 

kuvvetli olan asimptotik çapsal büzülebilir dönüşüm ile yer değiştirirse, T  sınırlı 

yörüngeye sahip olduğunda her zaman T  nin bir sabit noktaya sahip olduğu 

gösterilecektir. E  de ( ){ }sup , : ,n md T x T x m n∈ ¥  mevcut ise bir { }xT n  yörüngesine 

sınırlıdır denir. 
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4.4. Tanım  

 

),( dX  tam konik metrik uzay, XXT →:  bir dönüşüm olsun. Eğer { }a nAθ δ<  ve 

{ } { })()( nana ATA δδ <  olacak şekilde X in her artmayan{ }nA  kapalı ve sınırlı küme 

dizisi varsa T  dönüşümüne asimptotik çapsal büzülebilir denir ( )(lim)( nnna AA δδ
∞→

= , 

{ }nA nın asimptotik çapı ). 

 

4.1. Önerme  

 

Eğer XXT →:  asimptotik çapsal büzülebilir dönüşüm ise T  çapsal büzülebilir 

dönüşümdür. 

 

İspat  

 

Her n ∈ ¥  için AAn =  olsun. )()(lim)( nann
TATATA δδδ ==

∞→
 asimptotik çapsal 

büzülebilir olduğundan )()(lim)()( AAATA nnnana δδδδ ==<
∞→

. O halde  

 

)()( ATA δδ <  

 

olur. 

 

4.2. Önerme  

 

),( dX  bir dizisel kompakt konik metrik uzay ve XXT →:  bir büzülebilir 

dönüşüm  olsun. Bu durumda T  asimptotik çapsal büzülebilir dönüşümdür. 

 

 

 

 



 47 

İspat 

 

{ }nA ),( dX⊂  bir kapalı, sınırlı ve artmayan dizi ve ( ) lim ( )a n nn
A Aδ δ θ

→∞
= >  olsun. 

),( dX  kompakt (dizisel kompakt) olduğundan her bir { }nA  kompakttır (dizisel 

kompakt). T  sürekli olduğu için nTA  kompakttır. Kompaktlıktan ve Lemma 3.11’ 

den nnn Ayx ∈,  seçebiliyoruz öyle ki 

 

{ })(),( nnn TATyTxd δ= . 

 

{ }nA  bir artmayan ve kompakt dizi olduğu için xxn → , yyn →  vardır. T  sürekli 

olduğundan ve aynı zamanda Lemma 3.3’ den 

 

),(),(lim)(lim)( TyTxdTyTxdTATA nnnnnna ===
∞→∞→

δδ . 

 

Eğer yx =  ise { }( ) ( , ) ( )a n a nTA d Tx Ty Aδ θ δ= = < .  

Eğer x y≠  ise   

 

( ) { } { } { }
( ) ( , ) ( , )

lim , lim sup ( , ) : , lim ( ) ( ).
a n

n n n n a nn n n

TA d Tx Ty d x y
d x y d x y x y A A A

δ

δ δ
→∞ →∞ →∞

= < =

= ≤ ∈ = =

 

4.1. Lemma  

 

),( dX  bir konik  metrik uzay, P  kuvvetli minihedral ve XA ⊂  sınırlı olsun. Bu 

durumda )()( AA δδ = . 

 

İspat 

 

P  kuvvetli minihedral ve AA ⊂   olduğundan )()( AA δδ < . 
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Tersine Ayx ∈,  olsun. Önerme 3.7 den ),( dX  birinci sayılabilir topolojik uzay 

olduğundan en az Ayx nn ∈,  var öyle ki xxn → , yyn → . Lemma 3.3’ den ve P  

kapalı olduğundan 

 

)(),(lim),( Ayxdyxd nnn
δ≤=

∞→
. 

 

P  kuvvetli minihedral konik ve ,x y A∈  herhangi iki eleman olduğu için 

)()( AA δδ < . O halde )()( AA δδ =  olur. 

 

4.4. Teorem 

 

),( dX  bir tam konik metrik uzay, P  kuvvetli minihedral konik ve XXT →:  bir  

asimptotik çapsal büzülebilir dönüşüm olsun. Kabul edelim ki bazı Xx ∈0  için  

T nin { }∞

=00 n
n xT  ile sınırlı yörüngesi olsun. O zaman z X∈ , T nin bir tek sabit 

noktasıdır ve her Xx ∈  için  { }∞

=00 n
n xT  dizisi z  ye yakınsar. 

 

İspat  

 

T  büzülebilir dönüşüm olduğundan bir { }0xT n  yörüngesinin sınırlı olması tüm 

{ }xT n   yörüngelerinin sınırlı olmasını gerektirir. 0n ≥  için 

 

{ } { }1: , ,...m n n
nA T x m n T x T x+= ≥ =  

 

olsun. Her 1≥n  için 1−= nn TAA  olsun. O zaman T nin sürekliliği, Teorem 3.1 ve  

Lemma 4.1’ den 

 

{ } { } { } { } { })()()()()( 1 ATTATAAA anananana δδδδδ ==== − . 
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T  asimptotik çapsal büzülebilir dönüşüm  olduğundan { }( )a nAδ θ= . Bu demektir ki 

{ }xT n  bir Cauchy dizisidir ve yakınsaktır. xTz m

m ∞→
= lim  olsun. TzxTT m →)( , 

zxT m →+1  ve her metrik uzay −1T  uzayı olduğundan zTz = . 

 

Sabit noktanın  tekliği T nin  büzülebilirliğinden açıktır. 

 

4.2. Konik Metrik Uzaylarda Genelleştirilmiş Büzülme Dönüşümleri 

 
Sabit nokta teorisinde çok önemli olan genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri ilk 

olarak Ćirić vermiştir [14]. Son yıllarda J. Gornicki, ve B. E. Rhoades ortak sabit 

nokta teoremleri elde etmek için genelleştirilmiş büzülme dönüşümlerini 

kullanmışlardır [23]. Genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri değişik yazarlar 

tarafından çalışılmıştır [3, 4, 15, 16, 31-34, 36, 37, 40, 45]. 

Ćirić’in bazı temel sonuçları bu bölümde, genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri için 

konik metrik uzaylarda bir sabit teoremi ve bir ortak sabit nokta teoremi olarak 

ispatlandı [14, 15]. 

 

4.2.1. Genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri için sabit nokta teoremleri 

 

Bu kısımda konik metrik uzaylarda genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri için bir 

sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. 

 

),( dX  bir konik metrik uzay ve 1 2,x x X∈  olsun. 1x , 2x  arasındaki skaler uzaklık 

( ) ( )1 2 1 2, ,cd x x d x x=  ile tanımlanır. 

 

4.3. Teorem  

 

( ),X d , 1K ≥  normal sabit ile bir tam konik metrik uzay ve :T X X→  dönüşümü 

, , ,α β γ δ : [ )0,1X X× →  ve  
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( ) ( ) ( ) ( ){ }sup , , , 2 , 1x y x y x y K x yλ α β γ δ= + + + <             (4.1)  

 

olmak üzere,  her ,x y X∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , , , , ,

, , , , (4.2)

c c c c

c c

d Tx Ty x y d x y x y d x Tx x y d y Ty

x y d x Ty d y Tx

α β γ

δ

≤ + +

+ +  
     

koşulunu sağlasın. O zaman, 
(i)  u X∈  olacak şekilde  T  bir tek sabit noktaya sahiptir. 

(ii)   Her x X∈  için n → ∞  için nT x u→ . 

(iii)  ( ) ( ), ,
1

n
n

c cd T x u d x Txλ
λ

≤
−

. 

 

İspat 

 

Sabit bir  x X∈  noktası seçelim. { }nx  dizisini 0x x= , 1 0x Tx= , 2 1x Tx= ,…, 

1n nx Tx+ = , … ile tanımlayalım. Eş. 4.2’ den 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1 1

, ,

, , , , ,

c n n c n n

c n n c n n c n n c n n c n n

d x x d Tx Tx

d x x d x x d x x d x x d x xα β γ δ

+ −

− − + − +

=

≤ + + + +  

 

 

veya 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1 1

, ,

, , , , . (4.3)

c n n c n n

c n n c n n c n n c n n

d x x d Tx Tx

d x x d x x d x x d x xα β γ δ

+ −

− − + − +

=

≤ + + +
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Burada , ,α β γ  ve δ , ( )1,n nx x−  noktasında değer alan fonksiyonlardır. Üçgen 

eşitsizliğinden 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1, , ,n n n n n nd x x d x x d x x− + − +≤ +               (4.4) 

 

dur. Dolaysıyla 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ){ }

1 1 1 1

1 1

1 1

, , ,

, ,

2 max , , , (4.5)

c n n n n n n

c n n c n n

c n n c n n

d x x K d x x d x x

K d x x d x x

K d x x d x x

− + − +

− +

− +

≤ +

≤ +  

≤

    

Eş. 4.5’den Eş. 4.3, 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1, max , , , 2 max , , ,c n n c n n c n n c n n c n nd x x d x x d x x K d x x d x xα β γ δ− + − + − +≤ + + +

 

eşitsizliğine dönüşür. O zaman 

 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1, max , , ,c n n c n n c n nd x x d x x d x xλ+ − +≤  

 

dir. 1λ <  olduğundan 

 

( ) ( )1 1, ,c n n c n nd x x d x xλ+ −≤                             (4.6) 

 

dir.  Tümevarım ile  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , . , ... ,n
c n n c n n c n n cd x x d x x d x x d x Txλ λ λ λ+ − − −≤ ≤ ≤ ≤             (4.7) 

 

elde edilir.   
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Konik metriğin üçgen eşitsizliğinden m n>  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , ... ,n m n n n n m md x x d x x d x x d x x+ + + −≤ + + +              (4.8)  

 

elde edilir. Koniğin normal olması, Eş. 4.7 eşitsizliği, .  ve üçgen eşitsizliği 

sağlandığından 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 1

1 1

, , , ... ,

, , ... ,

,
1

c n m c n n c n n c m m

n n m
c c c

n

c

d x x K d x x d x x d x x

K d x Tx d x Tx d x Tx

Kd x Tx

λ λ λ

λ
λ

+ + + −

+ −

≤ + + +  

 ≤ + + + 

≤
−

 

 

veya  

 

( ) ( ), ,
1

n

c n m cd x x Kd x Txλ
λ

≤
−

                  (4.9)   

 

elde edilir. ,m n → ∞  için, Eş. 4.9 dan ve Lemma 3.2’den { }nx  dizisi bir Cauchy 

dizisidir. ( ),X d  bir tam konik metrik uzay olduğundan u X∈  için 

 

lim nn
x u

→∞
=                                                     (4.10) 

 

olur. Şimdi u  nun T nin sabit noktası olduğunu gösterelim. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2 den 

 



 53 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 1

1 1

, , , , , ,

, , , ,
2 max

, , , , ,

max , , , , , , , , , ,

c n c n c c n n c n c n

c n c

c n n c n c n

c n c c n n c n c n

d Tu Tx d u x d u Tu d x Tx d u Tx d x Tu

d u x d u Tu
d x x d u x d x Tu

d u x d u Tu d x x d u x d x Tu

α β γ δ

α β γ δ

λ

+ +

+ +

≤ + + + +  

  ≤ + + +  
  

≤

 

 

olur. n → ∞  için limit alırsak, Eş. 4.10  ve Lemma 3.3’den 

 

( ) ( ), ,c cd Tu u d Tu uλ≤                          (4.11)  

 

elde edilir. 1λ <  olduğu için ( ), 0cd Tu u =  dir. Sonuç olarak ( ), 0d Tu u =  ve 

dolayısyla 

 

( ),d Tu u θ=  

 

olur. Bu da Tu u=  olmasını gerektir.  
 

Teklik için ,x y X∈  ve x y≠   olacak şekilde T nin iki sabit noktaya sahip olduğunu 

kabul edelim. Eş. 4.2 den 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

, . , , , , ,

2 ,

,

c c c c c c c

c

c

d x y d Tx Ty d x y d x Tx d y Ty d x Ty d y Tx

d x y

d x y

α β γ δ δ

α δ

λ

= ≤ + + + +

≤ +

≤
   

olur. 1λ <  olduğu için ( ), 0cd x y =  olur ve dolayısyla, x y=  dir. x X∈  keyfi 

olduğu için Eş. 4.10 dan (ii) elde edilir. 
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(iii) yi göstermek için Eş. 4.9 da n → ∞  için limit alırsak Lemma 3.3’ den her n  için 

 

( ) ( ), ,
1

n
n

c cd T x u d x Txλ
λ

≤
−

 

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2 yi sağlayan dönüşümlere 

genelleştirilmiş büzülme dönüşümü denir. Eş. 4.7 nin ispatından eğer T  

genelleştirilmiş büzülme dönüşümü ise  o zaman T dönüşümü  ( )0,1λ ∈  ve her 

,x y X∈  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
2, max , , , , , , , ,c c c c c cd Tx Ty d x y d x Tx d y Ty d x Ty d y Txλ≤ +      (4.12)  

 

sağlar. 

 

Kannan aşağıdaki gibi tanımlanan ( ),X ρ  büzülme dönüşümünü metrik uzaylarda 

tanımlamıştır [29]. 10
2

α< <  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( ), , ,Tx Ty x Tx y Tyρ α ρ ρ≤ +   ,                                       (4.13) 

 

Kannan’ın büzülebilir dönüşümü Eş. 4.13 sabit nokta teoremini ispatlamak için 

konik metrik uzaya taşımıştır. Eş. 4.13 ü sağlayan dönüşümler bir genelleştirilmiş 

büzülebilir dönüşümdür [29] . 

 

 Banach büzülme dönüşümünün sürekli olduğunu biliyoruz. Fakat genel olarak  

genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri sürekli değildir. 

 

Aşağıdaki örnekte, Kannan’ın dönüşümünün sürekli olmasını gerektirmez. Tam 

metrik uzayda verilen bu örnek aynı zamanda 1K =  normal sabiti ile tam konik 

metrik uzaydır. 
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4.2. Örnek  

 

[ ]0,4X =  ve bunun üzerindeki metrik ( ),x y y xρ = −  olsun.  :T X X→   ile  

 

( )
, 3

3

, 3 4
4

x x
T x

x x

 ≤  =  
 < ≤
  

                      (4.14) 

 

tanımlansın. [ ], 0,3x y ∈  için 

( )

( ) ( ) ( )

1,
3

1 , , , . (4.15)
3

Tx Ty x Tx Tx Ty Ty y

x Tx Tx Ty y Ty

ρ

ρ ρ ρ

= − + − + −

 ≤ + + 

  

Dolayısıyla 

 

( ) ( ) ( )1, , ,
2

Tx Ty x Tx y Tyρ ρ ρ≤ +   .             (4.16) 

 

Benzer şekilde, aynı eşitsizlik ( ], 3,4x y ∈  için geçerlidir. Şimdi, [ ]0,3x ∈  ve  

( ]3,4y ∈  olsun. O zaman 

 

( ) ( )1, 1 1.125 ,
3 4 2
x yTx Ty y Tyρ ρ= − ≤ < ≤                           (4.17) 

 

olur. Açıkça eşitsizlik ( ]3,4x ∈  ve [ ]0,3y ∈  için sağlanır. O zaman T , Eş. 4.13 ü 

sağlar, fakat T  sürekli değildir [17]. 
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4.5. Önerme  

 

( ),X d  tam konik  metrik  uzayındaki genelleştirilmiş büzülme dönüşümü T nin  bir 

tek sabit noktası vardır ve bu noktada süreklidir. 

 

İspat 

 

Teorem 4.5’ den biliyoruz ki T  tek bir sabit noktaya sahiptir ve bu nokta z X∈  

olsun. n → ∞  için ny z→  olacak şekilde bir dizi { }ny X⊂  olsun. n → ∞  için 

nTy Tz z→ =  olduğunu göstereceğiz. Eş. 4.12 ve Lemma 3.3’ den 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1, max , , , , , , , ,
2

, , (4.18)

c n c n c n n c c n c n

c n c n

d Ty Tz d y z d y Ty d y Ty d y z d z Ty

d y z d Tz Ty

λ

λ λ

 ≤ +    

≤ +
   

veya 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , ,

1 , ,

, , (4.19)
1

c n c n c n

c n c n

c n c n

d Ty Tz d Tz Ty d y z

d Tz Ty d y z

d Tz Ty d y z

λ λ

λ λ

λ
λ

− ≤

− ≤

≤
−

 

elde edilir. n → ∞  için, o zaman Eş. 4.19 ve Lemma 3.3’den ( ),X d de  

nTy Tz z→ = . Sonuç olarakT , z  sabit noktasında süreklidir. İspat tamamlanır. 

 

4.2.2. Genelleştirilmiş büzülme dönüşümler için ortak sabit nokta teoremleri 

 

Bu kısımda konik metrik uzaylarda genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri için bir 

ortak sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. 
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S  boştan farklı bir küme { } JTα α∈
, S  den S ye tanımlanan dönüşümler ve J  indis 

kümesi olsun. u S∈  noktasına { } JTα α∈
, ailesi için bir  ortak sabit nokta denir  ancak 

ve ancak her Tα  için u T uα= . 

 

4.6. Teorem  

 

( ),X d , 1K ≥  normal sabit  ile tam konik metrik uzay olsun. { } JTα α∈
, X  üzerinde 

kendi kendine dönüşüm olsun. Eğer her Jα ∈  için Jβ ∈  sabiti var ve  

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , ,
, max 1 , ,

2

c c c

c

c c

d x y d x T x d y T y
d T x T y

d x T y d y T x

α β

α β

β α

λ
 
 ≤  

 +   

                       (4.20)  

 

sağlanıyorsa ( ) ( )0,1λ λ α= ∈ , 1Kλ <  ve ,x y X∈  için her Tα  tek ortak sabit 

noktaya sahiptir. 

 

İspat 

  

Jα ∈  ve x X∈  keyfi olsun. 0 ,x x=  2 1 2 ,n nx T xα+ =  2 2 2 1,n nx T xβ+ +=  0n ≥  dizisini  

ele alalım Eş. 4.20 den 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 2 2 2 1

2 2 1 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 1 2 1

, ,

, , , , , ,
max 1 , ,

2

c n n c n n

c n n c n n c n n

c n n c n n

d x x d T x T x

d x x d x x d x x

d x x d x x

α β

λ

+ + +

+ + + +

+ + +

=

 
 ≤  

+    

     

 

olur. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2

, , ,

, , ,

, , , (4.21)

n n n n n n

n n n n n n

c n n c n n c n n

d x x d x x d x x

d x x K d x x d x x

d x x K d x x d x x

+ + + +

+ + + +

+ + + +

≤ +

 ≤ + 

≤ +  
             

olduğundan 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

1 1, , ,
2 2

max , , , ,

c n n c n n c n n

c n n c n n

d x x K d x x d x x

K d x x d x x

+ + + +

+ + +

≤ +  

≤

       

 

ve 

 

( ) ( ) ( ){ }2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2, max , , ,c n n c n n c n nd x x K d x x d x xλ+ + + + +≤ . 

 

1Kλ <  olduğundan 

 

( ) ( )2 1 2 2 2 2 1, ,c n n c n nd x x Kd x xλ+ + +≤ . 

 

Benzer şekilde  

 

( ) ( )2 2 1 2 1 2, ,c n n c n nd x x Kd x xλ+ −≤ .  

 

1n ≥  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1, , ... ,n
c n n c n n cd x x K d x x K d x xλ λ+ −≤ ≤ ≤ ,                     (4.22) 

 

olur. Eş. 4.22 ve konik metrik uzaylarda .  ve  üçgen eşitsizliğinden,  m n>  için,  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 2 1

1 1
0 1 0 1 0 1

1 1
0 1

0 1

, , , ... ,

, , ... ,

... ,

, . (4.23)
1

c n m c n n c n n c m m

n n m
c c c

n n m
c

n

c

d x x K d x x d x x d x x

K K d x x K d x x K d x x

K K K K d x x

K
K d x x

K

λ λ λ

λ λ λ

λ

λ

+ + + −

+ −

+ −

≤ + + +  

 ≤ + + + 

 ≤ + + + 

≤
−

       

 

Eş. 4.23 de ,m n → ∞  için limit alırsak Lemma 3.2’ den { }nx  bir Cauchy dizisidir. 

X  tam olduğundan z X∈  için 

 

nn
lim x z

→∞
=                                 (4.24) 

 

olur. Eş. 4.20 den 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 2

2 2 2 1

1
2 1 22

, ,

, , , , , ,
max

, ,

c n c n

c n c c n n

c n c n

d T z x d T z T x

d z x d z T z d x x

d z x d x T z

β β α

β

β

λ

+

+

+

=

  ≤  
 +   

 

 

n → ∞  için limit alırsak Eş. 4.24 ve Lemma 3.3’ den 

 

( ) ( ), ,c cd T z z d z T zβ βλ≤  

 

olur. O zaman ( ), 0cd T z zβ =  ve T z zβ = . 
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z  nin { } JTα α∈
 nin  sabit noktası olduğunu göstermek için Jα ∈  keyfi olsun. Eş. 

4.20 den x y z T zβ= = =  ile  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , max , , ,
2c c c cd z T z d T z T z d z T z d z T zβ β α α αλ α  = ≤  

 
 

 

olur ve böylece T z zα =  dir. Sonuç olarak tüm Tα  ların ortak sabit noktası vardır.  

Kabul edelim ki ,w Tβ nın z  den farklı diğer sabit noktası olsun. O zaman 

yukarıdaki gibi { }, Jw Tα α∈
 nin ortak sabit noktası olur. Eş. 4.20 den 

 

( ) ( ) ( ), , ,c c cd z w d T z T w d z wβ α λ= ≤  

 

ve z w=  dır. O zaman z  tüm { }Tα ’lar için tek ortak sabit noktadır. Böylece ispat 

tamamlanır.



 61 

5. SONUÇ  

 
İlk bölümde metrik uzaylar, sabit nokta teoremleri ve konik metrik uzaylar  hakkında 

bilgi verilmiştir. 

 

İkinci bölümünde ise gelecek bölümlerde verilecek olan teoremlerin ispatlarında 

kullanılacak bazı temel tanımlar ifade edilmiştir. 

 

Üçüncü bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda konik metik uzaylarda 

bazı temel tanımlar verilmiştir. Ayrıca konik metrik uzaylarda bazı teoremler 

ispatlanmıştır. İkinci kısımda  Baire kategori teoremini ispatlamak için bazı temel 

tanım ve lemmalara yer verildi. Üçüncü kısımda konik normlu uzaylar ve konik 

Banach uzayların tanımları verildi ve bu uzaylar üzerinde bazı yeni tanımlar ve 

teoremler elde edildi. 

 

Dördüncü bölüm iki kısımdır. Birinci kısımda konik metrik uzaylarda çapsal 

büzülebilir dönüşümü tanımlayarak bazı sabit nokta teoremleri ispatlanmıştır. İkinci 

kısımda iki alt kısım vardır. İlk olarak konik metrik uzaylarda genelleştirilmiş 

büzülme dönüşümleri için sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. İkinci olarak konik 

metrik uzaylarda genelleştirilmiş büzülme dönüşümleri için bir ortak sabit nokta 

teoremi ispatlanmıştır. 
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